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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ОЦЕНКЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИСКРЕТНОГО 
КОСИНУСНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СИГНАЛОВ И ИЗОБРАЖЕНИЙ

Одним из направлений развития информаци
онно-телекоммуникационных систем (ИТС) являет
ся совершенствование методов минимизации затрат 
на хранение и передачу информации, в первую оче
редь, мультимедийной, поскольку значительный 
объем передаваемой в ИТС информации связан с 
обработкой речевых сигналов и изображений. Для 
уменьшения объема битовых представлений рече
вых сигналов и изображений применяют различные 
преобразования, такие как преобразования Адамара, 
Хаара, Фурье, Карунена-Лоэва, вейвлет- 
преобразование, среди которых одним из наиболее 
распространенных является дискретное косинусное 
преобразование (ДКП) [1].

ДКП является ортогональным преобразовани
ем, разновидностью дискретного преобразования 
Фурье, дискретным вариантом непрерывного коси
нусного преобразования. ДКП применяется, в осно
вном, в алгоритмах сжатия информации с потерями 
(алгоритм JPEG сжатия изображений) [2], а также в 
алгоритмах стеганографического скрытия данных в 
коэффициентах данного преобразования [3]. Моди
фицированный алгоритм ДКП (преобразование с 
перекрытием) применяется в форматах MP3, АС-3, 
А АС для сжатия аудио сигналов [1].

ДКП позволяет переходить от пространствен
ного и временного представления сигналов к их 
спектральному представлению и обратно. В матрице 
(векторе) коэффициентов ДКП коэффициенты, соо
тветствующие низкочастотным компонентам сигна
ла, определяют значения элементов ближе к левому 
верхнему углу матрицы, и коэффициенты, соответс
твующие высокочастотным компонентам, -  ближе к 
правому нижнему углу. Поскольку человек менее 
восприимчив к изменениям высокочастотных ком
понент звуков и изображений [4], то, следовательно, 
ДКП позволяет определить множество частотных 
интервалов области нормированных частот, в кото
рых данные можно удалить без существенной поте
ри информации, содержащейся в сигналах. В данной 
работе исследуется преобразование, примененное к 
вектору или матрице произвольной размерности.

Для создания эффективных методов сжатия си
гналов на основе ДКП представляет интерес полу
чение интегральной оценки суммы квадратов коэф
фициентов одномерного и двумерного ДКП, соот
ветствующих заданным частотным инте рвалам.

На основании применения интегральных оценок 
представляется возможным снизить вычислительную 
сложность алгоритмов вычисления коэффициентов 
ДКП. Также, в отдельных случаях, для определения 
эффективности косинусных преобразований необхо
димо знать точные значения (оценки) коэффициентов 
ДКП в отдельных частотных интервалах.

Рассмотрим первоначально случай одномерно
го сигнала.

Интегральная оценка одномерного дискрет
ного косинусного преобразования

Коэффициенты у п, п = ОД,...,JV- 1 ,  одномерно
го дискретного косинусного преобразования сигна

ла, задаваемого вектором /  = ( / ,  / 2 - f N)T, обычно 
определяется выражением

У' f i cos(l i f = ° Д’" ” ^ " 1 ’

y 2 / N , n  = l ,2 , . . . ,N - l .

Интегральную оценку S,, суммы квадратов ко
эффициентов дискретного косинусного преобразо
вания в частотной области U,

U = { и г < и < иг } ,

О < Mj < иг < я , 

принадлежащей области нормированных частот D\ , 

U  с  D \, D l= { u \Q < u < n } ,  (1) 
найдем в следующем виде

Sv = \ F \ u ) d u ,  (2)
ueU

где F(u) -  косинусное преобразование, определен

ное в области нормированных частот D\ ,

F(u)

Выражение (2) с учетом представления (3) будет 
иметь вид

SU = Z S ///- Г cos(u(; -  | ) )  cos(u(k -  h ) d u  j .(4)
i-l i-1 u.u 1  Z )

Можно показать, что значение интеграла (4) при 
i - к *  0 ,
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i  +  k - 1 * 0 ,  
определяется следующим выражением,
5ш(и2(»-£))-«!!(«,(>-£)) | sin(i<; (<+ fr-l))-suifa(» + t- l))  

n(i -  k) x(i + k - 1)
Очевидно, в случае, когда частотная область 

D\ (1) представлена в виде объединения R  равнове

ликих частотных интервалов Ur , г =1,2,...,/?,

Uг = {и | и[ < и < Mj}, (5)

и[ = ( г - 1)-^-, и ' - г ^ - ,  г =1,2,...,/?,
К к

значение интегральной оценки (2) в частотном интер
вале U г определяется следующим соотношением

5и. = ^ = Х 1  ш :  = f G j = f { A r + H r) f , ( 6 )
J*1 k=1

где матрица Gr = (g 't ) ,  i= l,2 ,. . . ,N , k  = 1,2,...,N , 
является суммой субполосной [5] матрицы
Ar =(a't ) ,  i = l,2 ,... ,N , k = l,2 ,...,N , и квазисубпо-

лосной матрицы Н r = (/г ') ,  / = 1,2,..., N  ,

k - \ ,2 , . . . ,N , значения элементов которых в частот
ном интервале Uг , г =1,2,...,/?, определяются соот
ношениями

sin(or(/ + £ - 1 ) ) -  sin(cr(r - 1)(/ + к  -1 ))

К  =

7t(i + k -V )

/ + * - 1  = 0,

g.* = + К  , i = 1.2,..., N  , * = 1,2,..., N . (8)
Рассмотрим расширение исходного дискретно

го сигнала /  с помощью добавления справа нулей 

до длины сигнала N 0 отсчетов. Обозначим, 5 !Ч' -  
сумму квадратов коэффициентов ДКП, соответст
вующих заданному частотному интервалу Ur (при 

длине сигнала N 0 отсчетов).
Очевидно, что величина интегральной оценки 

Sr (6), г =1,2,...,/?, обладает следующим свойством:

сумма S lK) квадратов коэффициентов ДКП, соот

ветствующих частотному интервалу Ur , приближа

ется к значению Sr с увеличением значения N 0 .
Покажем справедливость данного свойства на 

примере сигнала, приведенного на рис. 1. Длина 
сигнала была выбрана N=256 отсчетов, количество 
частотных интервалов /?=8.

50 100 150 200 250 300

Рис. 1. Исследуемый сигнал (количество отсчетов 256)

На рис. 2 для сигнала, изображенного на рис. 1, 
приведены значения квадратов коэффициентов 
ДКП, соответствующих частотным интервалам U1, 

U2 и Ut при /? = 8 .

i
а б в

Рис. 2. Значения квадратов коэффициентов ДКП, соответст
вующих частотным интервалам {/, (a), U 2 (б) и U t (в) при 

R=8

В табл.1 в качестве примера приведены резуль
таты вычислений значений 5  , г =1,2,...,/? , в часто

тных интервалах U r , /■ =1,2,...,/? , и соответствую

щих сумм S 'f '] квадратов коэффициентов ДКП при 
/?=8. В таблице также указано среднеквадратическое 
отклонение 5. множества значений S (rNt) относите

льно множества значений S  , г = 1,2,...,/?,

^  = ( s r - s ™ ) 2/ £  s i . (9)

/ +  £ - 1 * 0 ,  (7 )
Таблица 1

Суммы S (rK) квадратов коэффициентов ДКП и их 

интегральные оценки Sr

R S ,

Длина
исходного
сигнала,

256

Длина расширенного 
нулями сигнала

512 1024 2048
£(256) S f 2) £(1024) £(2048)

1 1,8899 1,7721 1,8772 1,8844 1,8873
2 125,05 126,2 124,91 124,99 125,02
3 2,3123 1,5926 2,4645 2,3737 2,3395
4 0,1942 0,0609 0,1961 0,1949 0,1945
5 0,0797 0,0129 0,08 0,0798 0,0797
6 0,0489 0,0036 0,049 0,0489 0,0489
7 0,0371 0,0009 0,0372 0,0371 0,0371
8 0,0327 0,0001 0,0328 0,0328 0,0327
сумма 129,64 129,64 129,64 129,64 129,64

Ь
0,0109 0,0016 0,0006 0,0002

Результаты, приведенные в табл. 1, показыва
ют, что расширение сигнала нулями до длины 2048 
отсчетов позволяет получить суммы S '204*' квадра
тов коэффициентов ДКП, соответствующих частот
ным интервалам С / , г =1,2,...,8, с незначительным 
среднеквадратическим отклонением от их интегра
льной оценки. Сумма интегральных оценок Sr , 
г =1,2,...,8, во всех частотных интервалах совпадает 
с энергией сигнала, вычисленной как сумма квадра
тов значений его отсчетов.

Интегральная оценка двумерного дискретно
го косынусного преобразования

Рассмотрим двумерное дискретное косинус- 
преобразование изображения в цифровом виде 
(произвольного дискретного двумерного сигнала),
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задаваемого матрицей Ф = ( / л) , / = 1,2,..., А',,

к =1,2,...,Ж ,, элементы которой соответствуют яр
кости отдельных пикселей изображения. Коэффици
енты двумерного ДКП обычно определяется выра
жением:

#7j = 0,1,..., Ж, - 1 ,  л2 = 0,1,...,Ж2 - 1 ,

_  j l / ^ . n ^ O ,

= U . . . , ^ -1 , 

| 1 / ^ , и , = 0 ,

(■ \Д Т ^ ,« 2 = 1,2,..., - 1 .

Рассмотрим область нормированных частот D 2n , 

DI = {(и, v) 10 < и, v < я-} .

Представим указанную частотную область D\ 
в виде объединения равновеликих частотных 
интервалов , гх = 1,2,...,/^, г2 = 1,2,..., ,

К ,  = {(“>v) I ui ^  “ < «г , vi' ^  v < v2; Ь  (Ю)

or. =«

«Г

= (Л -1 )-

Щ  ^  ^  1 ,2 , . . . , ^ ,

v ? = г2 ~ ’ Г1 = 1 ,2 ,... ,Л , .

п

X
К

% '  1 ‘ К
Представляет интерес получение и анализ ин

тегральной оценки S квадратов коэффициентов 
двумерного дискретного косинусного преобразова
ния в частотном интервале в следующем виде

SVi = U  F 2(u,v)dudv, (11)

где F (u ,v ) -  двумерное косинусное преобразование, 

определенное в области нормированных частот D ] ,

F {u,v) = cos(m (/-i))cos(v(A :- 1 ) ) .  (12)
71 i=i k=si L L

Выражение (11) с учетом представления 
(12) будет иметь вид

А', Л'. А'; Nj

s . .  =  У У у £
;,=i *t-i /,=1 t,=l

где

где

< = < + <

g Z , = < + K

(14)

(15)

'sin(o-:r ( /1- /J ) -s in (q - ,( r1 -1)(/, - Q )

< 1 -4 * 0 , (16)

* , - 4 = о ,
П

sin^ p; +h -l))-sin(o;(^ ~l)ft +4 -1))
я ( / , + 4 - 1)

/j +/2 -1 ^ 0 ,  (17)

4 + 4 - i  = o,
П

It

<  =

1
s i n - ^ ) ) - s i n ( e r 2(r2 - l ) f t  -£ ,) )

< K ~ K )

kx - к г * 0 ,(1 8 )

L, K - k 2 =0,

sin +A, - l)) -s in fr2(r2 -!)(*, +A, -1))

-2-, ^ + ^ - 1  = 0, 
7Z

\ \

I X1... =  Я  - T  cos( “ ( 'i -  t ) )  c o s (v (^  -  i ) )  •
(u ,v )e A , , , ,  ^

■ cos (u(i%

Интеграл /  (13), учитывая вид частотной области

A v_ (10), можно вычислить следующим образом:
Т ~  г* л . ̂ 2
* ~ &ij2 Skfc 9

■|))cos(v(*2 -± ))d u d v  .(13)

MA +кг - l )

/ £  = ^ + * ,-1 * 0 , (19)

n
ex, =— .

Таким образом, интегральную оценку Sщ мо
жно представить в следующем виде

s* = 2 j £  I  с г А ъ & ъ
A*.-1 JJ

Данное соотношение позволяет получить мат
ричную форму записи для вычисления интегральной
оценки S rr квадратов коэффициентов двумерного 
дискретного косинусного преобразования в частот
ном интервале Дгг, г, = 1,2,..., , г2 =1,2,.. .,Л ,,

S V i= tr(G lO G r O T) ,  (20)
где Ф = ( / J  , i = 1,2,..., N , , к = 1,2,...,ЛГ, , -  исходное

изображение, G v = ( g ' ' ) ,  = 1,2,..., А,,

Gr = (g'kl ) ,  * ,Д 2 = 1,2,..., TV2, -  G-субполосные мат
рицы, соответствующие заданному частотному интер
валу, значения элементов которых вычисляются на 
основании соотношений (14)-(19), tr -  след матрицы.

В качестве наглядного примера на рисунке 3 
для известного изображения «Lena», размерностью 
64x64 пикселей, приведены значения квадратов ко
эффициентов ДКП, соответствующих отдельным 
частотным интервалам при Л, = Л, = 4 .
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а б
Рис. 3. Значения квадратов коэффициентов ДКП, соответ

ствующих частотному интервалу Д22 (а) и  Д43 ( б )  при 

R ,= R 2 = 4

Рассмотрим расширение исходного изображе
ния Ф с помощью добавления нулевых строк и сто
лбцов к матрице данного изображения до количест
ва N m и jV02 строк и столбцов соответственно.

Обозначим, S 1™  -  сумму квадратов коэффи
циентов двумерного ДКП, соответствующих задан
ному частотному интервалу ., rl =X2,...,Ri ,
г, =1,2,...,R2 (при размерности анализируемого изо
бражения Л'а, х N 02 пикселей).

Очевидно, что величина интегральной оценки 
S rr (20), rt =1,2,..., Л ,, г2 =1,2,...,/?,, обладает сле

дующим свойством: сумма S ^ A ' квадратов коэф
фициентов двумерного ДКП, соответствующих час
тотному интервалу Д , приближается к значению 
S rr с увеличением значений N m и N ;o_.

Покажем справедливость данного свойства при 
RI = R2 = 4 на примере изображения, приведенного 
на рисунке 4. Первоначально, размерность изобра
жения была выбрана 256x256 пикселей.

Рис. 4. Исследуемое изображение (размерность 256x256 
пикселей)

В табл. 2 в качестве примера приведены ре
зультаты вычислений значений S,.r , г{ = 1,2,...,/?,,

г2 = 1 , 2 , . . . , ^ ,  в частотных интервалах Д и соот

ветствующих сумм s (r*M  квадратов коэффициен

тов ДКП при Rl = R 2 = 4 . В таблице также указано 

среднеквадратическое отклонение 8г множества 

значений относительно множества значений

s n  > ri = Ъ2, - ,  Л  , гг = 1,2,..., R2 ,

Таблица 2
Суммы квадратов коэффициентов ДКП и их инте

гральные оценки S

Г\ Гг

(е+6)

Размер
ность

исход
ного

изобра
жения,

256х
256

Размерность изображения 
расширенного нулями

512х
512

1024х
1024

2048х
2048

(̂256,256)

(е+6)

£  (512,512)

(е+6)

(̂1024,1024)

(е+6)

£(2048.2048)

(е+6)
1 1 54,66 54,767 54,609 54,638 54,652
1 2 3,325 3,259 3,3207 3,3234 3,3247
1 3 1,844 1,8198 1,8439 1,8441 1,8442
1 4 1,389 1,3666 1,3897 1,3895 1,3894
2 1 6,429 6,4305 6,4377 6,4329 6,4309
2 2 2,357 2,3593 2,3667 2,3623 2,36
2 3 1,499 1,5115 1,5018 1,5005 1,4998
2 4 1,277 1,2756 1,2813 1,2793 1,2783
3 1 2,810 2,8006 2,8134 2,812 2,8113
3 2 1,858 1,8617 1,8593 1,859 1,8589
3 3 1,403 1,3958 1,4048 1,404 1,4036
3 4 1,274 1,281 1,2813 1,2779 1,2762
4 1 2,273 2,2647 2,2753 2,2744 2,274
4 2 1,657 1,6749 1,667 1,6621 1,6599
4 3 1,404 1,3975 1,4098 1,4075 1,4062
4 4 1,298 1,3039 1,3077 1,303 1,3007
сумма 86,77 86,77 86,77 86,77 86,77

<5 0.00233 0.001 0.0005 0.0003

Результаты, приведенные в табл. 2, показывают, 
что расширение изображения нулями до размерности 
2048x2048 пикселей позволяет получить суммы 

(̂2048,2048) jjggjjpjjrQg коэффициентов двумерного ДКП,

соответствующих частотным интервалам Лгл, 

г = 1,2,3,4, гг = 1,2,3,4, с незначительным среднеква
дратическим отклонением от их интегральной оценки. 
Сумма интегральных оценок S  , г, = 1,2,3,4,

г2 = 1,2,3,4, во всех частотных интервалах совпадает с 
энергией изображения, вычисленной как сумма квад
ратов значений яркости его пикселей [6].

Результаты, приведенные в табл. 2, показывают, 
что расширение изображения нулями до размерности 
2048x2048 пикселей позволяет получить суммы
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£(2048,2048) ^ д р ^ з  коэффициентов двумерного ДКП, 

соответствующих частотным интервалам А ГЛ, 

rt = 1,2,3,4, гг = 1,2,3,4, с незначительным среднеква
дратическим отклонением от их интегральной оценки. 
Сумма интегральных оценок S r r , гх =1,2,3,4,

гг = 1,2,3,4, во всех частотных интервалах совпадает с 
энергией изображения, вычисленной как сумма квад
ратов значений яркости его пикселей [6].

Очевидно, что расширение нулями одномерного 
сигнала или изображения позволяет получить интер
поляцию косинусного преобразования на основе бо
льшего количества коэффициентов ДКП. 
Следовательно, предложенные в работе интегральные 
оценки коэффициентов ДКП могут быть использованы 
для вычисления аппроксимации значений суммы ква
дратов коэффициентов ДКП, соответствующих задан
ным частотным интервалам, что может быть исполь
зовано при разработке эффективных методов сжатия 
речевых сигналов и изображений.
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