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К АНАЛИЗУ ДВУХСТРАНОВОИ МОДЕЛИ 
ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА ДИРДОРФА

На основе модели роста Солоу для закрытой одно
секторной экономики [1] и двухстрановой модели ро
ста Пасинетти [2 ], в работе Дирдорфа [5] была предло
жена двухстрановая модель экономического роста в 
терминах «рабочая сила» и «капитал»

d t "  dt ~

^  =  S ]  {wLj +  rKj\ =  S2  { w L 2  +  г К 2  ) m
где — численность рабочей силы и объем капита
ла для первой страны; Ц / ^2 “  второй стра
ны; — коэффициент роста численности рабочей
силы и норма сбережения для первой страны;

/ к )  К
то же для второй страны; = / -  г конкурент

ная заработная плата, К =  К̂ г L =  -h Ц ;

г = = f ' ( K  / L ) , f ( K  / L )  -  производственная

функция.
Очевидно, что система уравнений (1) имеет экспо

ненциально расходящиеся во времени решения. В свя
зи с этим Дирдорф вводит термин «расходящиеся на
селения» (diverging populations), под которым пони
мается экспоненциальный рост во времени экономи
чески активного населения, составляющего рабочую 
силу для двух стран.

Двухстрановая модель экономического роста в виде 
(1) не представляет интереса для дальнейшего анализа 
в связи с расходящимися решениями. Поэтому в рабо
те (3) предложена замена переменных

L l
■,Р =

К ] ^ ^ K _ K i  + K2 

( L 1 + L2 ) ’ " (К 1 +К 2 У  ~ L ~  L1  + L2  ' 
которая позволила свести систему (1) к нелинейной ди
намической системе третьего порядка

dt
ф

dt

: у»= Х ( 1 - Х ) ( п ] - П 2  

= [s]w + (П2 -  n j )р]х + (sjr -  П2 )р;
(3)

= [sjw + ( n 2 - n i ) k ] k  + ( s i - s 2 ) r p  + s2(w + rk ) -n2k .

Мы выделили три преимущества данной замены пе
ременных.

1. Уменьшение порядка системы уравнений.
2. Новые комплексные и относительные переменные, 

позволяют уйти от рассмотрения расходящихся во вре
мени решений.

3. Третья замена переменных хорошо вписывается в 
математическую структуру переменных коэффициен
тов W и г системы уравнений (1), так как эти коэффици
енты записаны в виде функции от третьей комплексной 
переменной к.

При анализе динамической системы (3) автор рабо
ты [3] отходит от первоначального рассмотрения пред
шествующей системы (1) в виде конкурентных взаимо
действий рабочей силы и капитала двух стран и анализи
рует ее в терминах «север» — «юг», где индекс «1» 
соответствует промышленно развитым странам, а ин
декс «2» — слаборазвитым (развивающимся) странам. 
При таком рассмотрении накладываются естественные 
ограничения на параметры и s ;̂ >  п̂ , >  s .̂ Из
первого неравенства и первого уравнения системы (3)

следует, что Ит Х(t )  = 0, В этом случае асимптоти- 
t—̂00

ческие уравнения для переменных р и к  существенно 
упрощаются [3 ];

= { s j r  -  «2)р, ^  =  ^ 2 )г р  +  [ s 2 / ( k )  -  П2к ] .  (4}

Эта система уравнений качественно (графически) 
анализируется в фазовой плоскости (к, р). Ниже мы 
дадим более строгий линейный анализ устойчивости 
особых (равновесных) точек этой системы, координаты 
которых записываются в явном (для р.) или неявном виде 
(для к.):

1. PJ ^ 0 , S 2 f ( k ] ) - n 2 k ]  =0 ;

2, Р2 _  S j m k 2 - S 2 f ( k 2 )
> ч Г ( к 2 ) - ^ 2  =0. (5)

( s j - S 2 )n 2
Для положительности р^, с учетом >  Sj, необходи

мо, чтобы имело место неравенство ~  ^  0.
Матрица линеаризованной системы (4) в первой осо
бой точке имеет вид

S 2 f ( k j ) - n 2 • 16)

тогда характеристическое уравнение Л - X I  =(?, где I 
единичная матрица, приведет к следующим собствен
ным значениям матрицы А

= s i f ( k j ) - t t 2 y X 2  = S 2 f ( k ] ) - n 2 .  (7)
В предположениях работы [3 ] функция у =  s/(k) 

выходит из нуля, имеет выпуклый вид и пересекают 
прямую у =  п^к В единственной точке . При этих пред
положениях автоматически выполняется неравенство 
^2/ ik l )  <Л2 ,п р и  котором  Я,2 < ft  Устойчивый узел в 
первой особой точке будет иметь место при дополни
тельном условии Х]<0,^то  эквивалентно неравен
ству S] f (  k j ) < n 2 f  которое не рассматривалось при гра
фическом анализе в работе [3 ]. В противном случае, 
когда X]  > О, мы придем к седловой неустойчивой точ
ке. В вышеуказанной работе было показано, что ось к 
(при р=  0) является фазовой траекторией системы (5), 
при этом движение по этой оси происходит в сторону 
устойчивой точки к =  Данная ситуация интерпрети
руется в работе [3 ] как соответствующая модели эко
номического роста Солоу.

Матрица линеаризованной системы (3) во второй 
особой точке имеет вид:
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А =

s i f " ( k 2 ) F
G

G G + ̂ f " ( k 2 ) F  
«2

(81

где F = П2 к2 -  S2 f ( k 2 ) ,G  = ti2 - 1

Видим, что ^2,3 имеют тот же вид, что и для матри
цы (6). Поэтому здесь возможны варианты устойчиво
го узла и неустойчивой особой точки седпового типа. 

М а тр и ц а  А во в то р о й  о с о б о й  т о ч ке  Х * - 1 ,

S ] [ f (k * )- -k* f ' (k * ) ]  . . .  . ,
n j - s i f ' ( k * )  "7 * *  примет вид

Отметим, что согласно работы [3] >  к̂ . Нами по
лучено следующее характеристическое уравнение для 
матрицы (8): А =

Х - В = 0 , (9)

/1 2 - л ;

S ] M [ n 2 - s j f ( k * )
О О

, Ч Г ( к * ) - П 2  M j
(к * )

( s j - S 2 ) M  ^ ( n 2 - n j ) k *  ( s j - S 2 ) f ( k * )  N j
(13)

откуда

G +

^  _  ^ i / Y k* ) [ s j f ( k * ) -  П]к* 
 ̂ n j - S j f ( k * )

^2^ 4 B  . N j ^ S 2 f ( k * ) - n j + ( - ^ ~ l ) M ] .
IIOJ

После громоздких вычислений собственные значения 
где В = S] f ' (  к2)\п2к2 -  S2 f (  к2 )\  матрицы (13)_определяются следующим образом:

Выпуклость функции Нк] приводит к неравенству = ^2 “  ''А® ^2 ^ 5
f " ( k 2 )  < 0 , о 1 ку̂ \г с учетом выполнения неравенства ются корнями квадратного уравнения 
F  = П2к2 -  S2 f  ( к 2 )  > О (условие положительности p j), 
получим В<0. Из неравенств В <  О, S, >  s^, получим 5 ^ - 4

G + —  <0,  
п2

- 1
Hi

M j  + f ( k * ) ( s ]  +S2 ) +JjS2[f(k*)}^=0.  (^4)

откуда автоматически следует устойчивость Здесь только обратим внимание на линейный случай 
функции / ( к ) ,  тогда /*'(к * ) - О . В  этом случае 

второй особой точки. При этом возможны два варианта: Х2 = Г  (к* )s j  -  /ly, Xs = f ' ( k *  )s2 -
Возвращаясь к анализу первой особой точки, отме-

1 . G + —  > 4 B  
П2

ДИМ к устойчивому узлу; 

В
2 . G + —  < 4 В  

П2

ТИМ, что нулевые, значения X и р не говорят о том, что 
» тогда X] <0,Х2 <0  , и мы прихо- отмечали, исходя из решения

системы (1), они стремятся к бесконечности. Покажем 
возникающую здесь предельную ситуацию на основе 
первых двух уравнений системы (1). Их решения имеют 
простой вид: L j ( t )  = С ]  ехр(njt), L2 ( t )  = С2 ехр(П2 ( ),  тогда

L j ( t )  _  C je x p (n j t )

»тогда имеем два комплексно сопря

женных собственных значения с отрицательной действи
тельной частью, то есть приходим к устойчивому фокусу.

Это подтверждает качественный вывод работы [3 ], 
в которой отмечалось сходимость (конвергенция) ко 
второй особой точке, которая не обязательно может 
носить монотонный характер.

Рассмотрим теперь общий трехмерный случай, тог
да матрица линеаризованной системы (3) в особой точ
ке )  имеет вид

L ] ( t )  + L 2 ( t )  С ]  exp(nj t )  + С 2 exp( n2 t )

1 (15)
7 + С  exp\(П2 -  nj ) t  

где С =  C ^ /C ^=  const.

A =

(nj  - П2 ) ( 1  - 2 X * )

S ]M  + ( r i 2 - n j ) f *  

( s j - S 2 ) M  + ( n 2 - n j ) k *

0
S ] f ( k * ) - n 2 ] + ( n 2 - n j ) X *

( s i - S2) f ( k * )

0 
s jN

^ 2 f (k *  )  -  П2 + (П2 -  nj )X* ^ ( sj -  S2 ) N _
( 10)

Из выражения (15) видим, что
t-^ co

при
где М  = f ( k i . )  -  к* f ( k i . ) ,  N  = Г ( к * ) ( р *  -  Х*к*).

При получении матрицы (10) использовалось тожде
ство f ( k * ) - { f ( k ) k ) k x - - k * f ”(k'k). .. x(t) = l

Матрица А  в первой особой точке системы (3) П 2 - Щ > 0  и npy\n2-nj<0.  В нашем слу-
X* = ^,Р* = 0 ,S2 f ( k * ) - n 2k* = 0  примет вид:

Г П] -П2 О О
а,М и,/'(к*)-П2 О

(S] -  S2) M  + (п 2 ~ п ] )к *  (sj  -  S'2)f'(k*) S2f(k*)-tt2
( 11)

Собственные значения этой матрицы, находящиеся

Л - Х 1 - о .из решения характеристического уравнения 

равняются '

Xj - П ] - П 2 <0у Х2 -  s j f ( k * ) - -  П2 ,Хз = S2 f ' ( k *  ) - П2 - (12)

/->00

чае отмечается первый вариант.
Развитие модели Дирдорфа мы видим в следующих 

направлениях.
1. Рассмотрение логистического роста численности 

рабочей силы:

= njLj - PyLj, = ti2L2 -  Р2̂ 2
dt at

= sj( wL] + rKj)y = S2( ŷ L2 + rK2)^

-c
cn
о

c=t
О

О
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По аналогии с работой [3] здесь мож но ввести тер
мин <£Converging populations». Нами показано, что к 
этой системе уравнений замена переменных (2) не при
менима ввиду наличия квадратных членов в первых двух 
уравнениях.

2. М ожно попытаться учесть в процессе воспроиз
водства рабочей силы долю капитала, направляемого 
на создание новых рабочих мест и переподготовку без
работного населения, тогда коэффициенты роста в 
моделях (1) и (3) будут отвечать за демографические 
процессы поступления и выбь!тия из состава рабочей 
силы. В этом случае модель (1) м ожно записать в виде:

^ = n j L j - ^ j I ? j + m i K ] , ^ = 5 i L ] + c ] K j - y ] K j .  (18)

В этой системе уравнений, кроме неустойчивой нуле
вой особой точки, могут возникать еще две ненулевые 
особые точки. В качестве варианта двухстрановой моде
ли экономического роста можно предложить модель

dL

п2Ь2+гп2К2

= s j (wLj  + r K j ) ,  = S2 (wL2  + гК2 ) .

Она допускает использование замены (2), которые 
приводят ее к виду (3) со следующими дополнительны
ми членами: m j p - m 2 k k — для первого уравнения; 
Q^(nt2 - m j ) ~  Ш2 Рк -  для второго уравнения;
( Ш2 - j n j )рк -  nt2k^ -  для третьего уравнения. Здесь 

= /1 ¥ в /,гд е 8 /<  1— доля инвестиций (капитала f(,), 
направляемых на создание новых рабочих мест и пере
подготовку безработного населения. Наиболее просто 
здесь исследуется случай при =  m2, =  Sj,

3. Упрощенный синтез моделей (16) и (17) с учетом 
логистического роста капитала и без учета переменных 
параметров w a r  для рынков труда и капитала одной 
страны имеет вид:

= т Ч  -  Р /4  + )' (19)

где 1 =  1 ,2 .
4. Учет процессов конкуренции рабочей силы и ка

питала разных стран за свободные рабочие места и 
объекты инвестирования одной из стран с помощью 
членов типа и ̂ yK iK j  , где /  j ,  i j  = 1,2. Здесь
могут строиться динамические системы 2п-ного поряд
ка для общего рынка труда и капитала п стран.

5. Построение моделей взаимодействия типа: сво
бодные рабочие места iP) — численность рабочей силы, 
конкурирующей за эти места (L] для одной или несколь
ких стран. ■
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W  ' no МАТЕРИАЛАМ СМИ

БЮДЖЕТ ЕВРОПЕЙСКОГО СОЮЗА
Как формируется бюджет ЕС. В период 1958 -

1970 гг. своих денег в Содружестве не было, что обус
ловливало его полную зависимость от государств -  
членов. Собственные средства появились у него впер
вые только после Люксембургского Европейского Со
вета в апреле 1970 г.. где с целью создания независи
мого бюджета Содружества бь!ла создана система 
собственных ресурсов. Решение вступило в силу с
1971 г. Собственные ресурсы накапливались за счет 
взимания общего таможенного тарифа при ввозе на 
территорию Содружества промышленных и сельско
хозяйственных товаров. импортированных из третьих 
стран. Позднее их стали называть традиционными 
собственными ресурсами {Traditional Own Resources, 
TOR), Оба сбора взимает страна, к которой товар впер
вые поступает из-за границы Содружества, то есть в 
общую «копилку» они поступают от определенной 
страны. Еще одним источником наполнения бюджета 
с 1979 г. стали отчисления от национальных НДС.

Система финансирования Содружества претерпела 
с того времени значительные изменения, в частности, 
фундаментальную реформу начал Брюссельский сам
мит в июне 1988 г  Он добавил еще один способ фор

мирования собственных ресурсов, опирающийся на ре
альную платежеспособность государства-члена — оп
ределенный процент от его валового национального 
продукга (ВНП). Теперь 17% собственных ресурсов со
ставляют TOR, 40% — «НДС-источник» (ставка отчис
ления неоднократно корректировалась, в 2000 г. она 
составила 1 % и запланировано ее дальнейшее сниже
ние), остаток же средств— приблизительно 43% •— это 
часть (около 0,5%) ВНП государств-членов. Важное ог
раничение: объем собственных ресурсов ЕС имеет свой 
«потолою> — он не должен превышать 1,27% от обще
го ВНП всех 15 государств-членов. Однако если вспом
нить, что последний составляет 8 трлн (8 тысяч милли
ардов) евро, становится понятным, что и об 1% такой 
суммы некоторые страны могут лишь мечтать. Кроме 
собственных ресурсов, есть и другие, хотя и гораздо 
менее весомые, возможности наполнения бюджета 
ЕС — это излишек с предыдущего года, налог на до
ходы чиновников Евросоюза (их насчитывается око
ло 24 500 во всех учре)кдениях ЕС), штрафы, нало
женные Судом ЕС на компании или на целые страны 
за нарушение законодательства Содружества и др.

еВРОБЮЛВТШНЬ, октябрь 200G г.
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