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КООПЕРАЦИОННЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

Моделирование конкурентно-кооперационных 
взаимодействий в социально-экономических 
системах мы будем рассматривать с позиции 

качественной теории автономных динамических систем. 
При таком рассмотрении большое значение имеют ана­
логии с уравнениями популяционнои динамики, основу 
которых заложили Верхульст, Вольтерра, Лотка и дру­
гие ученые. Как было показано нами в работе [1] Вер­
хульст также является одним из основателей экономи­
ческой динамики.

Еще в 1838 г. он в развитие мальтузианского подхода 
предложил свое классическое уравнение динамики роста 
народонаселения [2] и фактически показал, как следует 
математически описывать внутривидовую конкуренцию:

dN ОХ’ 2
—  = a N - P N  t4\
dt >

где N  — численность народонаселения, а  — коэффици­
ент роста народонаселения, J3 — коэффициент сдержи­
вания роста народонаселения, / — время.

В дальнейшем это уравнение легло в основу урав­
нений популяционной динамики и коэффициент р  ста­
ли называть коэффициентом внутривидовой конкурен­
ции. Ввиду своей универсальности это уравнение ста­
ло использоваться во многих областях науки, так как 
многие одномерные и нелинейные процессы с насы­
щением описывались этим уравнением. В одной из 
следующих своих работ Верхульст [3] назвал решение 
уравнения (1) логистическим. В начале 20-х годов 20 
века уравнение (1) было «переоткрыто» Пирлом и Ри­
дом [4, 5]. В тоже время Пирл в 1921 [5] признал при­
оритет Верхульста. В 20-м веке имя Верхульста было 
практически забыто. Например, во всех работах Воль­
терра не было ни одной ссылки на его статьи. Итак, 
Верхульст первый предложил математическую модель 
логистического роста, которую он объяснял процес­
сами «сопротивления среды», и первым сделал наибо­
лее существенные предпосылки для введения в науч­
ный оборот понятия внутривидовой конкуренции. Для 
описания же межвидовой конкуренции В о л ь те р а  [6] 
и Лотка [7] предложили систему нелинейных обыкно­
венных дифференциальных уравнений с квадратичны­
ми нелинейностями, в которых межвидовая конкурен­
ция описывалась членами типа Xj Xj, где а Х  О, i j .

Стандартный анализ конкуренции между двумя ви­
дами, проводившийся первоначально в работах Воль­
терра [6 , 8 , 9], Лотки [7] и Гаузе [10], начинается с 
записывания двумерной динамической модели конку­
рентных взаимодействий в виде [ 1 1 ]

dx

dt

= х (а  -  Ь х -  су ) 

= у(е  -  fx  -  gy)
(2)

КОНТЕКСТ УРАВНЕНИЙ ПОПУЛЯЦИОННОЙ 
ДИНАМИКИ В СОЦИАЛЬНО- 
ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Эти уравнения выводятся из логистических уравне­

ний —  = х (а  -  Ь х ) , —  = у (е  — gy) , в которые вклю- 
dt dt

чаются дополнительные члены {-сху), (-fxy), чтобы опи­
сать подавляющие воздействия, оказываемые каждым 
видом на своего конкурента [11]. В последней работе 
отмечается, что конкуренция не вызывает колебаний 
численности у вида, не подверженного таким колеба­
ниям  ̂в отсутствии конкуренции. Отметим ’, что в этой 
работе, также как в работах Вольтерра, отсутствует 
ссылка на работы основателя логистического закона 
роста Верхульста.

Если динамическая система (2) имеет нетривиальное 
(ненулевое) равновесие, то возможны два случая при 
которых это равновесие будет устойчивым, либо неус­
тойчивым (см . р и с . ) .

► X

Случам устойчивого (Л) и неустойчивого (В) равнове­
сия в точке Е для динамической системы (2]. 

Стрелками показаны нтравления фазовых траекто­
рий в точках их пересечения с изоклинами

dt dt =  0 .
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Из ЭТОГО рисунка для случая устойчивого равновесия 
получим следующие условия на параметры модели

(3)

а для неустойчивого —

(4)

Эти условия отличаются только сменой знака неравенств. 
В дальнейшем мы будем рассматривать эти условия в рам­
ках детального качественного и численного анализа моде­
ли (2) с учетом ее экономической интерпретации.

А нализ случая Б привел Гаузе к формулировке 
принципа (закона) конкурентного исключения. 
Одна из формулировок этого принципа гласит, 

что два вида с одинаковыми экологическими потребно­
стями не могут существовать в одном местообитании. 
Хардин [12] указывал, что сам Гаузе не считал себя 
создателем этого закона, приписывая его идею Лотке 
и Вольтерра. Действительно, Вольтерра [9 ], рассмат­
ривая модель взаимодействия двух видов, борющихся 
за общую пищу, показал, что один из видов, более чув­
ствительный к нехватке пищи, неизбежно исчезает. 
Однако Лэк [13] в своей книге отдает должное Гаузе и 
оставляет за ним этот принцип. Как известно, русский 
биолог Гаузе в 1932 г. впер^вые подтвердил существова­
ние этого принципа экспериментально [14, 15]. Наши даль­
нейшие исследования'моделей конкурентных взаимодей­
ствий в социально-экономических системах убеждают в 
его справедливости и для вышеуказанных систем.

Возвращаясь к рассмотрению модели (2), отметим, 
что в случае неустойчивого равновесия (4) вь1живаемость 
одного из видов зависит исключительно от начальных 
условий. Здесь сущ ествую т две непересекающиеся 
области притяжения к двум устойчивым равиовеснь!м 

3- с
точкам ( —,0 ) и (О, — ) {точки равновесия для каждого 

Ь g
вида при раздельном обитании).

В 1972 г. Джилпин и Джастис [16] сформулировали 
следующее правило, относящееся к случаю А (см . рис.): 
необходимое и достаточное условие для устойчивости 
конкурентного равновесия состоит в том , чтобы произ­
ведение, характеризующее внутривидовые взаимодей­
ствия, было больше произведения аналогичных величин 
для межвидовых взаимодействий. Здесь речь идет о ко­
эффициентах внутривидовой и межвидовой конкурен­
ции в модели (2). Если переложить это правило на ма­
тематический язык, то получим неравенство

bg > c f  15)
Это неравенство можно получить из неравенств (3 ),

а е е £  Ь f  
если их перемножить: ■ Геомет­

рический смысл неравенства (5) состоит в том , что на­
клон прямой х =  О должен быть круче, чем прямой 
у = О (рис., случай А)

а , а  е . е  Ь f  , ^
/ - 0  — > — <=>bg>c f

с Ь g f  с g

то есть снова приходим к неравенству (5).
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По мнению Одума [15], конкуренция, в самом ши­
роком см ы сле,— это взаимодействие двух организмов, 
стремящихся получить один и то же ресурс. Это оп­
ределение очень близко к одному из экономических 
определений понятия конкуренции, о чем речь пойдет 
дальше. Межвидовая конкуренция в экологии — это лю­
бое взаимодействие между разными популяциями, ко­
торое неблагоприятно сказывается на их росте и вы­
живании. Тенденция к экологическому разделению, на­
блюдаемая при конкуренции близкородственных или 
cxoflHbix в иных отношениях видов (рис., случай Б) при­
водит к вышеуказанному принципу конкурентного ис­
ключения. В то же время конкуренция способствует 
возникновению в процессе отбора многих адаптаций, 
что приводит к разнообразию видов, сосущ ествую ­
щих в данном пространстве или сообществе [1 5]. Все 
это такж е справедливо, на наш взгляд, при рассмот­
рении конкурентных взаимодействий в социально-эко­
номических системах. В популяционной экологии меж­
видовая конкуренция м ож ет привести либо к уста­
новлению равновесия м еж ду видами, либо, при бо­
лее жесткой конкуренции,— к замене популяции од­
ного вида популяцией друго го , либо к том у, что один 
вид вытеснит другой в иное место или же заставит 
его перейти на использование другой пищи (другого 
ресурса) [15 ]. Если внимательно присмотреться, то 
можно увидеть множество аналогий вышесказанно­
му в экономике и бизнесе.

Здесь подчеркнем, что математические модели меж­
видовых конкурентных взаимодействий, с включением 
в них и внутривидовой конкуренции, были впервые не­
зависимо получены Лоткой в 1925 г. [7] и Вольтерра в 
1926 г. [6] . В более общем виде, как отмечает Одум 
[15], они были получены в работе [17].

В
 противоположность моделям межвидовой кон­
куренции в популяционной динамике большую 
роль играют модели мутуализма (или симбиоза). 

Согласно работе [15] в мутуализме между двумя вида­
ми взаимоотношения выгодны для развития (роста) обо­
их видов. В математическом отношении мутуализм меж­
ду двумя видами описывается тем же выражением, что 
и межвидовая конкуренция а̂  Xj Xj, но при а|̂  > О, i j .

При моделировании конкурентных взаимодействий в 
социально-экономических системах мы будем основы­
ваться на тех же моделях внутривидовой и межвидовой 
конкуренции, которые первоначально разработаны и 
развиты в популяционной динамики, а вышеуказанные 
модели мутуализма в приложении к социальной и эко­
номической динамики будем называть м оделям и  ко о ­
перационных взаимодействий [18]. Нам известна толь­
ко одна работа, посвященная «-мерным популяцион­
ным системам Лотки — Вольтерры, в которой такие 
системы называются конкурентными при а-. < О, i j или 
кооперационными при а̂  > О, i j [19]:

V  / • r --  = X i2 ^ a i j ( X j - X j ) ,  i= l ,n
i=l

dt

где x*= (X j\  X2*, ...,Xj '̂‘) -  положительная особая (равно­
весная) точка системы (6 ).

В отношении динамической системы ( 6) могут быть 
сделаны следующие обобщения. Рассмотрим вместо
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нее более общую систему

dx;

dt

ческими объектами). Правило в задании знаков коэф ­
фициентов â j здесь следую щ ее: знак члена â j должен 

| 7 j соответствовать знаку члена ajj.

где функция F  имеет непрерывные производные по Xj 
и F,(X|*, X,*, = 0.

Применяя теорему Тэйлора для каждой из функций 
F  запишем систему (7) в виде

dx,

dt

v 5 F i ( x * )  .

дх : (8)

5 F :(X  )
Введя обозначения ~ ^  мы придем к си­

стеме (6).
Если условие для существования мутуализма имеёт

Э Р , ( Х ^ Х * 2 , . . . , Х *  )
ВИД ----------------------- > о , то необходимым условием

для устойчивости равновесной точки (Xj*, бу­
дет условие 20

9 F , ( x , , X 2 , . . . , x J
< 0 . (91

ОХ,
в обозначениях â j это условие примет вид а^Х 0 . 

В последней работе доказаны ряд теорем по глобаль­
ной устойчивости системы (7).

П
опробуем теперь выделить в системе (6) вер- 
хульстовый (или логистический) член, то есть внут­
ривидовую конкуренцию. Рассмотрим это на 

примере трехмерной динамической системы

dx

dt
dx^

dt
dx3

dt

= х,[ац(х| -x|')  + ap_(x, - х * , )  + а,з(Хз - x j ) ]

= ^з[а31(^1 -  + 3̂2(''̂ 2 “  '̂ 2) + ^Зз(^3 ~ ^зХ

Из системы (10) видим, что классические логисти­
ческие члены возникают при aj j<0 , ал2<0 , азз<0

dxj

dxo

I dt
i dx

=|ai, i x . ( x i  - x , )  + aj2x i ( x 2 - х 2) + а,зх,(хз -Х з )

2̂2 1 ~^l) + 2̂3 2̂( 3̂ ~^з) ( 1 1 )

3

dt
=|а;з |хз(хз - х з )  + аз ,хз(х1 - Х 1) + аз2Хз(х2 -x^ )

Как мы уже знаем, в этом случае, имеет место не­
обходимое условие для устойчивости равновесной точ­
ки (х,*, х Л  Хз*).

в отличие от работы [19], мы рассматриваем сме­
шанные модели конкурентно-кооперационных взаимо­
действий [18]. Например, в системе (11) мы можем 
задать ар, а^р азр a j3 < О, рассматривая межвидовую 
конкуренцию между первым и вторым, а также пер­
вым и третьим видами (в нашем случае это некоторые 
характеристики социально-экономических объектов), 
а также задать а̂ з, аз-, > О, рассматривая кооперацию 
между вторым и третьим видами (социально-экономи-

Запись системы конкурентно-кооперационных взаи­
модействий в виде (6) сразу же акцентирует внимание 
на одной, специально выделенной в ней, особой точки 
X*. В тож е время в этой системе сущ ествуют достаточ­
но много других особых точек, имеющих часть нуле­
вых координат. Другой момент связан с тем , что в этой 
системе в явном виде не выделены логистические чле­
ны, описывающие самоограниченный рост в условиях 
внутривидовой конкуренции (для одной из переменных 
в отсутствии остальных). Поэтому мы опираемся на 
несколько другое задание системы типа Лотки-Вольтер- 
ры, которое восходит, по-видимому, к работе Мэя [2 Г  
и рассмотрено в работе Николиса и Пригожина [22

dt
1

j=l

(121

где к. > О, bjj 0.
При заимствовании этой системы уравнений из ра­

боты [22 ] мы оставили только члены, отвечающие за 
конкурентно-кооперационные взаимодействия. Мы так 
же опустили член (-djXj), описывающий процесс гибели 
популяций, так как его легко учесть суммарным коэф ­

фициентом естественного прироста к | = k j - d ^ . В це­

лом система ( 12 ) соответствует системе, предложен­
ной Вольтерра [9 ]. В трактовке Мэя [21] система (12) 
описывает процесс насыщения роста численности по­
пуляций при их взаимодействии.

Так ж е , как и в случае системы (6), запишем систе­
му ( 1 2 ) для трехмерного случая:

л
dx
— L =  k j X , ( N ,  - р , , х ,  - Р 1 3 Х 3 )

dt

dX 2

d x 3

= k 2X 2 ( N 2 - Р 2]Х  ̂ -^22^2  “ р23^з)

=  k 3 X j ( N 3  - Р з , х ,  - Р 3 2 Х 2  - Р 3 3 Х 3 )

(13)

В этой системе уравнений сразу же выделяются клас­
сические логистические члены, ответственные за про­
цесс насыщения

dx

dt
dx

-̂ = k , x , ( N |  - P , | X , ) - k , P , 2X ,X 2 - к ,Р | з Х |Х з

dt
dx3

dt

— — k 2X 2 (N  2 ~ P 22^2) “ k 2p 21^2^1 ~ ^2^23 ̂ 2^3
(14)

= k3X3(N3-P33X3)-k3p3 |X3X |  - к з Р з гХ з Х ,

В динамической системе (14) коэффициенты kj > О 
являются коэффициентами внутривидовой конкуренции, 
а коэффициенты к- Ру отвечают за межвидовую конку­
ренцию при Pjj > О и за межвидовую кооперацию при 
Pjj < 0. При этом также как и ранее знак члена Ру дол­
жен соответствовать знаку члена Pjj.

Система (14) была взята нами за основу при модели­
ровании попарных конкурентно-кооперационных взаи­
модействий в социально-экономических системах [18].

Вид системы (12) позволяет поставить задачу поиска 
числа особых точек в этой системе. Наш анализ дина­

<х.
QQ
О
Q-

t=C
О

О

О
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мических систем типа (8 ) второго, третьего и четверто­
го порядков позволил сделать общий вывод, что общая 
л-мерная система имеет 2” особых точек [23].

Рассматривая систему (12) в несколько других обо­
значениях, для случая мутуализма (или кооперации 
в нашей трактовке) Гох [20] доказал, что необходимым 
и достаточным условием для локальной и глобальной 
устойчивости нетривиальной особой точки является по­
ложительность всех ведущих (главных) миноров матри­
цы Якоби для этой системш.

Динамические системы типа (12) ранее использова­
лись в основном в популяционной динамики, за исклю­
чением работ [24 — 26], в которых моделировались вза­
имодействия инноваций, межэтнические конкурентные 
взаимодействия, а также взаимодействия в стратифи­
цированных обществах. В ряде вышеуказанных работ 
[25, 26] помимо процессов внутривидовой и межвидо­
вой конкуренции (между социальными классами (слоя­
ми), этническими группами) моделировались процессы 
перехода между социальными слоями и этническими 
группами. Например, в рамках системы (14) переход 
из i-Toro слоя (группы) в j -ый описывается суммарным 
коэффициентом перехода т]̂ = Ц , а обратный пере­
ход -  коэффициентом )3̂ j, причем ц- =  -tIjj. Та­
ким образом, моделирование переходов в социальных 
системах происходит по типу моделирования процесса 
«хищник — жертва» в задачах популяционной динамики 
(популяционной экологии). Как показано в работе [26], 
сущность процессов перехода связана с той же конку­
ренцией между социальными слоями или группами.

При моделировании взаимодействий в стратифици­
рованном обществе между тремя классами («высший», 
«средний», «низший») в работе [26] была предложена 
следующая динамическая система

dx,
(jt

dx-

= а ,Х ,  - Р |Х [  - 5 , , Х |Х 2 + (Y2I - Y | 2)X |X2

= а , Х 2 - Р 2Х2 -5|2Х|Х2 - 632X2X3 +(У |2 -Y2|)5'|X2

+ (Уз2 - У 2з)Х2Хз
(15)

dt

^ ^  = 0 3 X3 - Р 3Х5 - 5 „ Х 2 Х з  + (у,з -У з 2)ХгХз
dt

где Xj — численность представителей i-того класса, t — 
время, — коэффициент внутриклассовой конкурен­
ции для i-Toro класса, — коэффициент межклассовой 
конкуренции, — коэффициент межклассового пере­
хода (переход из класса i в класс j), — коэффициент
воспроизводства i-того класса, индексы i  = 1, 2, 3 от­
носятся соответственно к «высшему», «среднему» и 
«низшему» классу.

Здесь предполагается, что непосредственного (пря­
мого) взаимодействия между «высшими» и «низшими» 
классами не происходит (8,3= О, 7,3= Уз|= 0). М еж­
классовые переходы связаны с конк'уренцией в том по­
нимании этого термина, которое принято в социоло- 
гииЧ Легко видеть, что система уравнений (15) совпа­
дает с системой (14) при Р|з= 0. Системы такого 
типа, как показано в работах [18, 24 — 26], имеют во­
семь особых точек: нулевая, ненулевая, три точки с

’ Большой Энциклопедический Словарь.— М.: Норинг, 1998.— 
С. 562.

двумя нулевыми координатами, три точки с одной нуле­
вой координатой. Нулевая точка всегда является неус­
тойчивым узлом. Структура и анализ устойчивости этих 
особых точек позволяет сделать следующие выводы [26]:

1. Возможны варианты подавления одним из наибо­
лее конкурентоспособных классов двух других (три ва­
рианта особых точек с двумя нулевыми координатами).

2. Возможны варианты подавления двумя классами 
третьего (три варианта особых точек с одной нулевой 
координатой).

3. Одновременное сосуществование всех трех клас­
сов (один вариант ненулевой особой точки).

Интересно отметить, что для расширенной системы 
(15) когда учитываются все попарные взаимодействия 
между тремя классами (по крайней мере 5,3, 83, ^0 ), 
при bj = 8j = р и а. = а  суммарная численность всех 
трех классов описываются уравнением Верхульста [2

d X

dt
= а Х - В Х - l u )

где X  = Xj -Н Х2 + Х3.
В случае межэтнических конкурентных взаимодей­

ствий для трех этнических групп в работе [25] была по­
лучена следующая система уравнений

dx1 _
dt

= а,Х, - p jx f  -52 ,XiX2 - 6 з1̂ !̂ 3 +(Y21 ~Yi2) 1̂̂ 2 +
• + ( 7з1-У)з)Х]Хз + М,dx

= 0.2X2 -р з ^2 ~^12̂ 1^2 “ 3̂2̂ 2̂ 3 ~У2\) ]̂^2dt 
dx.
dt

+  (У32 - У 2 3 ) ^ 2 ^ 3  + ^ 2  

= ^ а з Х з  - Р з Х ^  - S 13X 1X 3 - ^ 2 3 ^ 2 ^ 3  + ( У ! 3  - Y 3 l ) ^ 1 ^ 3  +

+ (723- 732)^2 3̂ +МЗ

где Xj — численность населения ьтой этнической груп­
пы, t — время, — разности между коэффициентами 
рождаемости и смертности в i-той этнической группе, 

и Оу — коэффициенты внутриэтнической и межэтни­
ческой конкуренции, Vj — коэффициент, характеризу­
ющий вероятность отнесения ребенка, родившегося в 
ij-TOM межэтническом браке к j -той этнической группе, 
Mj — сальдо миграции для i-той этнической группы.

Отмечается, что члены динамической системы 
(17), описывающие межэтнические браки, так­
же связаны с процессом конкуренции в кон­
тексте привлекательности той или другой этнической при­

надлежности [25]. Общие выводы по анализу этой си­
стемы полностью совпадают с аналогичными выводами 
по модели (15) и ее расширенному варианту. Из наибо­
лее важных частных выводов отметим, что равновес­
ное сосуществование двух этнических групп с одинако­
выми численностями происходит в случае, когда коэф­
фициент внутриэтнической конкуренции превышает ана­
логичный коэффициент для межэтнической конкурен­
ции при одинаковых значениях параметров воспроиз­
водства и конкуренции обоих этнических групп (а = а,

Р, =  р. 8у = 5< р. Yi2 - У2Г  ‘ ^ 1-2).
В работе [24] были предложены и анализировались 

двумерные и трехмерные модели конкурентного взаи­
модействия инноваций. Они имели вид уравнений Лот- 
ки-Вольтерры (12) при < О и для них справедливы те 
же выводы, что обсуждались для моделей взаимодей­

30 БИ ЗН ЕСИ Н Ф О РМ  No 5-6 '2002



ствия в стратифицированном обществе и в этнических 
группах. В вышеуказанной работе также рассматрива­
лась трехмерная модель совместной динамики фирм 
производителей, распространителей и потребителей 
инноваций, которая соответствовала модели ( 12) при 
п = 3, pjj > 0. Согласно нашей терминологии эту модель 
следует отнести к моделям кооперационных взаимо­
действий. В отличие от предыдущей модели конкурент­
ных межинновационных взаимодействий в этой модели 
не возникает ситуация подавления одного класса фирм 
другими. Это следует из самой структуры  модели, 
в которой увеличение числа фирм какого-либо класса 
стимулирует увеличение числа фирм других классов. 
Отметим, что в работе [27] данная трехмерная модель 
рассмотрена более детально.

П
омимо подхода, основанного на динамической 
системе (12) или ее трехмерном аналоге (14), 
существует несколько другой подход в модели­

ровании конкуренции меж ду социальными группами 
28] .̂ Различие состоит в том , что помимо учета чис­

ленности человеческих популяций в каждой из трех со­
циальных групп, выделяется некоторая численность ней­
тральной популяции индивидуумы которой не принад­
лежат ни к одной из групп:

m(t) = N  -  X[(t) -  XjCt) -  Хз(1), (18)
где Xj ( t ) ,  Хз(1)>0 — численности популяций в трех 
выделенных группах, m(t) — численность нейтральной* 
популяции, N = coYist — общая численность популяций 
во всех группах.

Переходы в рассматриваемой социальной системе и 
их скорости представим в таблице [28].

1 Переходы Скорости переходов

! {х,, Xj, Х3, m) ^  (х,+1, Xj, Х3, m-1) a,m  + p^mx,

; (X,, Х2, Х3, m) ^  (x,, X2+I, X3, m -1) а з т  + P2'̂ >̂ 2
i (X,, Xj, X3, m) ^  (x,, X2, X3+I, m -1) ОзШ + РзШХз

(x,, X2, X3, m) -> (x,-1, Xj, X3, m+1) m,x,

1 (X,, X2, X3, m) -> (x,, X2-I, X3, m+1) m2Xj
j (x,, X2, X3, m) -> (X,, X2, X3-I, m+1) тдХз

(x,, X2, X3, m) - » (x,-1, X2+I, X3, m) Y12X,X2

(x,, X2, X3, m) (x,+1, X j- I,  X3, m) Y21X2X,

! (X,, X2, X3, m) (X,, X2-I, X3+I, m)

[Jx ,, X2, X3, m) -> (x,, X2+I, X3-I, m)

1 (X,, Х2, X3, m) ->  ( x , - 1, Х2, X3+I, m)

! (x,, X2, X3, m) -»• {x,+1, X2, X3-I, m)

На основе этой таблицы искомая динамическая сис­
тема третьего порядка запишется в виде

~ i  =  ( N - X , - X , - X 3 ) ( a ,  + Р , Х , ) - Ц | Х , - ( У , 2 - У 2 | ) Х , Х 2 -  •

-(У|з-Уз1)>‘|Хз (19)dx̂
dt

dx̂

-  = (N -X , -X2 -Х з)(а2  +P2X2)-j^2^2 ~Y2l)^l^2 ”

-(У23-У32)Х2ХЗ

dt
-r^(N-x, -Х2-Хз)(аз -ьвзхз)-|1зхз+(у5з-уз1)х,хз +

+ (У23-У32)Х2^3

в одном из упрощений = О, = Р, fXj = [х, в работе 
[28] была получена*следующая система

dxj _

dt

dx

X i [5 - P ( X i  + Х 2  + Х з ) ] - Г | 1 2 Х , Х 2  -11,3X1X3

- ^ = X ^ S - p ( X i + X ^  +Хз)]+'Т1р Х 1Х:, - Г | 2зХ,Хз
dt - -  '  (20)

dx 3 _
dt

= Х з [5 - Р (Х |  + X 2 +Хз)3 + Л 1зХ 1Х 2 + Л 23Х 2Х3

где 5 =  PN-M, Л12= Yi2~ Ър ^\3^y\3~hv Ъ " "  Ь з "  Уз2- 
Для сравнения системы (20) с системой (14) приве­

дем первую к виду

dx 1 _
dt

dx

= X ,(5 - P X i ) - ( P  + r|l2)XiX2 - ( Р  + Г1,з)х,хз

2 _
dt

dx3

dt

= Х2(6 - Р Х 2) + (Л12 -P )X iX 2 - ( Р + П 2з)Х2Хз 

= Х з ( 5 - Р Х з )  + (т1,з - P ) X i X 3 +(Tl23 - р ) Х 2Хз

(21)

откуда следует эквивалентность динамических систем 
(14) и (20).

В {заботе [28] показана возможность возникновения 
периодических решений в динамической системе (20 ).

В
ажно отметить, что предшествующая работе [28] 
литература по моделированию конкурентно-пере­
ходных процессов в социальных группах была свя­

зана с небольшим количеством работ по моделирова­
нию стохастических и детерминированных двумерных 
нелинейных уравнений [29, 30]. Например, в работе [29 
была предложена нелинейная стохастическая модель, 
описывающая конкуренцию двух социальных групп и 
показаны возможности подавления одной группы дру­
гой. Здесь процесс конкуренции меж ду группами рас­
сматривался в аспекте конкуренции двух различных 
идеологий или верований. Ряд других работ были посвя­
щены моделированию процессов диффузии информа­
ции и распространению слухов [31 — 33]. Например, 
в работе [33] исследовалась конкурентная модель по­
давления одного слуха другим. О тм етим , что во всей 
рассматриваемой библиографии, включая рассматри­
ваемую работу [28], под социальными группами пони­
маются также политические партии, культурные обще­
ства и религиозные секты.

Нам удалось также выявить еще один небольшой 
класс отечественных работ, посвященных математиче­
скому анализу конкурентных взаимодействий при рас­
смотрении структурной эволюции производительных сил 
[34 — 36]. Предпосылками для этих работ послужили 
исследования В. Хмелько и его качественная концепту­
альная модель структуры и динамики макропроцессов 
общественного производства жизни [37, 38]. Согласно 
исследованиям В. Хмелько в работе [36] рассматрива­
лось пять сф ер общественного воспроизводства:

1. Первобытная присваивающая деятельность. 2. А г­
рарное производство (земледелие и скотоводство).
3. Индустриальное производство. 4. Информационное 
производство. 5. Производство целостного человека как 
творческой личности.

2Мы ИЗЛОЖИМ этот подход достаточно подробно, ток как цитируе­
мая работа практически неизвестна в бывшем СССР (на нее нет 
ссылок и оно не реферировалась в отечественных изданиях).
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Оценивались доли (в процентах) каждой из выделен­
ных производственных сф ер в общих затратах обще­
ственного труда, а также их изменения в течении исто­
рического времени. Эти доли обозначены через пере­
менные Xj, i= 1,5 . Функции Xj(t) представляют собой 
волны, крутизна которых возрастает с увеличением 
индекса i. В работе [36] отмечается, что первую волну 
мы застаем в фазе подъема^ а пятую — в ф азе спада. 
Моменть! времени, в которых эти волны пересекают­
ся,. названы моментами смены производственных до­
минант (паритетные точки tp , Ц3, t̂ )̂. Построенные
графики пяти волн говорят о сильной нелинейности про­
цессов эволюции производственных сил. Из них видно, 
насколько ускоряется ход эволюционных процессов по 
мере их приближения к настоящем-У времени.

Исходя из гипотезы о самоорганизационном ха­
рактере социальной революции и аналогии м еж ­
ду биологическими и социальными процессами, 

авторы работы [36] приходят к выводу, что фундамен- 
тальнь!м фактором, обусловливающим ту или иную струк­
туризацию производительных сил общества, является ес­
тественное стремление общества к вь!живанию и про­
цветанию, а критерием «естественного» отбора из­
менений, которые происходят в структуре обществен­
ного производства, следует признать его общую эф ф ек­
тивность. Это говорит о том , что те изменения в струк­
туре распределения общественных трудовых ресурсов, 
которые способствует возрастанию эффективности об­
щественного производства,<^1оддерживаются обществом 
и «выживают», а Изменения, действующие в противопо­
ложном направлении, наоборот, подавляются и гибнут.

Аналотя между биологическилли и социальными процессами 
позволила записать в работе [36] следукхцее уравнение

dx

" S ’
= х ф (х ) (22)

где x(t) -  уровень исследуемого процесса, ф(х) — ф ун­
кция ограничений, моделирующая влияние среды [2 2 , 
39, 40].

Такая структура уравнения (22) характерна для всех 
моделей популяционной динамики, включая ранее рас­
смотренные уравнения Лотка Вольтерра. Два сомно­
жителя в правой части уравнения (2 2 ) отражают две 
основные особенности биологических систем : первая 
отражает положительную обратную связь, которая счи­
тается собственно основой жизни как таковой [39], 
а вторая ~ влияние окружения, или конкурентную борь­
бу за доступ к ограниченным средствам существовани­
ям (ресурсам) [36].

В общем случае, когда рассматривается система из 
/2-конкурирующих субъектов, уравнение (22 ) перехо­
дит в ^?-мерную систему дифференциальных уравнений

dx,

dt
(23)

Эта система уравнений полностью совпадает с ра­
нее рассмотренной системой уравнений (7).

Обобщая вывод, сделанный в работе [36] для «жи­
вых» систем на социально-экономические системы мож­
но сказать, что построение модели эволюции любых 
биологических и социально-экономических систем сво­

дится к конструированию функции (или функций) огра­
ничения, то есть к моделированию (формальному опи­
санию) конкурирующей среды. При рассмотрении эво­
люции i-той производственной сферы , конкурентами 
(в отношении трудовых ресурсов) выступают осталь­
ные п-1 сф ер . Для учета их конкурирующего влияния в 
работе [36] введено понятие среднеэволюционного по­
тенциала развития c(t)

11

c(t )  = ^ C j X , ( t ) _ 124)
i=l

где Xj(t) — относительная (в долях единицы) часть сово­
купных трудовых ресурсов общества, приходящаяся на 
/-тую производственную сф еру .

Это несколько уточняет ранее введенное в работе 
[36] определение переменной х-(1). Далее предполага­
ется, что разность потенциалов

9 i ( t )  = C j - c ( t ) ,  i = 1,п (25 )

характеризует влияние средь( на эволюцию /-той сфе- 
ры= Тогда из уравнений (23 — 25) следует система нели­
нейных дифференциальнь)х уравнений, впервые пред­
ложенная в работе [34]:

dx:

dt
-  = X j ^ ( C j  - C j ) X j , i  = l ,n

j=i
(26 )

Эта система моделирует структурную эволюцию 
производительных сил и имеет первый интеграл

и

(27 )
i=l

С содержательной точки зрения последнее вь(раже- 
ние можно интерпретировать как «закон сохранения» в 
«живых» и «неживых системах», а с эволюционных по­
зиций — это условие конкуренции, или (по М . Эйгену) 
«константа общей организации» [41].

Решение нелинейной динамической системы (22) уда­
ется найти с помощью следующих преобразований:

dx:
^/Х;

dx
Хк - С | ( ,  Yik = х , / Х | ,

dt ' dt

откуда следует линеййая система обыкновеннь(х диф­
ференциальных уравнений

dyik

dt
У|к(С| -С|<) (28)

общее решение которой имеет вид [36

Xi(to)
X i(t) = , i = l ,n11

^ X j ( t o ) e x p [ ( C j  - C i ) ( t - t o ) (29)
j=i

где Xj(tQ) — начальное условие.
В работе [35] была получена следующая система 

неравенств на параметры модели (26)

с ,<C2<C3<C4<C5; Т,>Т,>Тз>Т4>Тз, (30)

где Cj=l/Tj, Tj — пожизненные затраты рабочего времени.
В работе [36] проведена идентификация этих пара­

метров. При задании одного из параметров (Тз=20 лет), 
остальные получаются автоматически по определеннь(м 
ф орм улам : T j = 32, Т-, =  31, =  15 и =  12 лет.
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Полученные значения Tj соответствуют координатам па­
ритетных точек.

Легко видеть, что динамическая система (26) соот­
ветствует динамической системе Лотка-Вольтерры, за­
писанной в виде (12). Действительно их совпадение бу­
дет наблюдаться при N- = О, то есть при отсутствие 
логистического члена в системе ( 1 2 ).

В работе [36] показано, что система (26) имеет п стаци­
онарных состояний «монопольного» типа, когда доля од­
ной из производственных сфер X j= l, а доли остальных сфер 
равняются нулю. Из всех этих точек только точка х̂ =̂1, 
Х2=...= О является асимптотически устойчивой.

Из решения (29) следует, что процессы в системе 
(26) имеют апериодический, неколебательный характер. 
Этот вывод сделан в работе [36], почему-то со ссылкой 
на первую теорему Ляпунова об устойчивости.

В тоже время численные решения X2(t), Хз̂ 1), х {̂1) 
представляли собой одиночные волны. Понять это можно 
из структуры аналитического решения (29). Действи­
тельно, наличие временного множителя t — под экс­
понентой существенно меняет характер ее роста при 
переходе времени через t = Iq. Здесь следует также 
иметь в виду, чтолри численном моделировании систе­
мы (26) использовались процедуры повторной иденти­
фикации уравнений этой системы.

Четвертый по счету большой класс работ, посвя- 
ш,енный моделированию социально-экономиче­
ских систем с позиции обобщенных биофизико­

химических реакций и популяционной экологии, нам уда­
лось выявить, благодаря недавнему выходу в свет обоб­
щающей монографии В. П. Милованов^  ̂ [42]. В этой ра­
боте отмечается, что весьма многие явления в социаль­
но-экономических системах основаны на биофизико-хи- 
мической кинетике (точнее сказать, на аналогиях с про­
цессами биофизико-химической кинетики). Идея о том , 
что феноменологию обобщенных биофизико-хи/^ических 
реакций можно использовать в анализе социально-эко­
номических систем, впервые была высказана в работе 
43]. Ниже приведем соответствующее высказывание: 
«По своему духу и методами исследования к излагаемо­
му нами предмету близко примыкает моделирование эко­
номических, производственных процессов. Нет ничего 
удивительного в том, что биологические системы с их 
основными переменными — концентрациями веществ^ 
-  похожи на экономические, где в качестве переменных 
выступают количества тех или иных продуктов или пред­
метов, а роль концентрации ферментов играет число 
станков в цехе или автоматические линии. В этом смыс­
ле и кинетические модели биофизики и биохимии и эко­
номические модели являются частями одной общей от­
расли кибернетики, так называемой теории сложных си­
стем». К сожалению, мимо этой идеи, '̂по словам В. П. 
Милованова [42], прошло подавляющее число исследо­
вателей социально-экономических процессов. Эта идея 
открывает путь физики в математическое описание со­
циально-экономических систем и тянет за собой нерав­
новесную термодинамику открытых систем , 'которая 
сейчас претерпевает бурное развитие, начатое в основ­
ном школой И. Пригожина [22, 44, 45]. Здесь речь идет 
о быстроразвивающимся новом синтетическом направ­

ив популяционной экологии (популяционной динамике) это плот­
ности популяций (количество особей данной популяции на еди­
нице площади или в единице объема).

лении, возникающем на стыке физики, химии, биологии, 
экологии, социологии, экономики и психологии, которое 
называется синергетикой. Такое направление не предпо­
лагает формулировку цели в явном виде, как это имеет 
место в задачах оптимизации и теории игр, которые яв­
ляются присущими именно социально-экономическим си­
стемам. Как известно, под синергетикой понимается на­
ука о кооперативных (коллективных) процессах и явле­
ниях самоорганизации в открытых и неравновесных сис­
темах произвольной природы. Важно отметить, что ана­
логами целей в нелинейной термодинамике открытых не­
равновесных систем являются различные аттракторы -- 
устойчивые положения равновесия, устойчивые предель­
ные циклы, странные аттракторы, к которым стремятся 
фазовые траектории открытых систем, попав в их об­
ласть притяжения [42]. Возвращаясь к исследованиям 
В. П. Милованова, отметим, что, начиная с 1974 г. , им и 
его соавторами решен большой круг задач по модели­
рованию социально-экономических систем на основе идей 
из биофизико-химической кинетики и качественной тео­
рии динамических систем. К ним следует отнести задачи 
моделирования процессов обмена и обращения в эко­
номике [46 — 50], динамики функционирования малых 
социальных групп [50], моделирования экономического 
развития [51 — 54] и развития науки [55 — 57], модели­
рования процессов в психологии [58 — 60] и самооргани­
зации неравновесных экономических систем [61, 62]. 
Основным отличием перечисленных работ от наших яв­
ляется неучет в них логистических членов в динамичес­
ких моделях социально-экономических систем.

И
так, мы рассмотрели основные подходы к моде­
лированию конкурентно-кооперационных взаимо­
действий в социально-экономических системах, 
лежащих в сфере аналогий с популяционной динамикой, а 

также выделили четыре группы работ (подходов) в соци­
ально-экономическом моделировании, опирающихся на 
уравнения и идеи популяционной динамики [18, с  ̂23-27]■
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