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Аннотация. В настоящей работе рассматривается один класс нелинейных уравнений с оператором Коши -  Римана. 
Такое уравнение подстановкой сводится к линейному уравнению; сформулированы условия, при которых указанная 
подстановка обеспечивает взаимно-однозначное отображение. Коэффициент уравнения при неизвестной функции 
имеет изолированную сильную степенную особенность в нуле, после устранения которой он достаточное число раз 
непреры вно дифференцируем  в окрестности нуля. П рименяя разлож ение коэф ф ициента по формуле Тейлора и 
прямое интегрирование полиномиальной части, с помощью  оператора Помпейю -  Векуа построено интегральное 
представление реш ений этого уравнения.
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Abstract. In this paper, one class of nonlinear equations w ith the Cauchy -  Riemann operator is considered. Such equation is 
reduced to a linear equation by a substitution; conditions under w hich this substitution makes a one-to-one m apping are 
formulated. The coefficient o f the equation at the unknow n function has an isolated strong pow er sinularity at zero, and 
after its elimitation it is continuously differentiable in a neighborhood of zero sufficiently m any times. Using the Taylor 
expansion of the coefficient and direct integration of the polynom ial part, by means of the Pompeiu -  Vekua operator an 
integral representation of solutions to this equation is obtained.
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1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и . П усть гл ад к и й  ко н ту р  Г разб и в ает  к ом п лек сн ую  п лоскость  C  н а  «кон еч н ую »  -  
D  и  « б еск о н еч н у ю »  -  D ' области . Д ля  о п р е д е л е н н о с т и  п у сть  0 е  D  и  D 0 = D  \  {0}.

В к о н е ч н о й  о б л асти  D 0 с  C  р ассм атр и в ается  э л л и п т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  в и д а

+ аи + Ьи = /  (1)

с ф у н к ц и я м и  а (z),  Ь(z) ,  / (z ), з а д а н н ы м и  в о г р а н и ч е н н о й  о б л асти  D , п р и ч е м  к о э ф ф и ц и е н т ы  а, Ь этого  
у р а в н е н и я  м о гу т  д о п у ск ать  в м н о ж еств е  / с  D  с т е п е н н ы е  о со б ен н о сти  п о  z. З д есь  и  н и ж е  и сп о л ь зу ется  
стан д ар тн о е  о б о зн ач ен и е  2dz = дх + idy .

Е сл и  м л а д ш и е  к о э ф ф и ц и е н т ы  а и  Ъ и  п р а в а я  ч ас ть  /  у р а в н е н и я  (1) п р и н а д л е ж а т  п р о с т р а н с т в у  
с у м м и р у е м ы х  ф у н к ц и й  со степ ен ью  р  > 2, то  т е о р и я  этого  у р а в н е н и я  п о с т р о е н а  И. Н . В екуа  [1] и 
н азы в ается  т ео р и ей  регул яр ных  о б о б щ ен н ы х  а н а л и т и ч е с к и х  ф у н к ц и й .
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( Т /  )(z )  = -  -  [
^  JD

(2)

В п о с т р о е н и и  т е о р и и  р е г у л я р н ы х  о б о б щ ен н ы х  а н а л и т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  и  и ссл ед о в ан и и  у р а в н е н и я
(1) су щ еств ен н у ю  р о л ь  и гр ает  и н т е г р а л ь н ы й  о п ер ато р  П о м п ей ю  -  В екуа [1, с. 31]

/ ( ^ ) d2^

^  ^  ’

зд есь  и  н и ж е  d2^  о б о зн ач ает  эл ем ен т  п л о щ а д и .
Х орош о и звестн о , что  п р и  р  > 2 этот о п ер ато р  дей ств у ет  L F (D ) ^  W ( D ) с  Щ  ^  и  у д о в л етво р яет  

у р а в н е н и ю
( Т /  )г = / .  (3)

К о гд а  Ь = 0 и  a , f  е  LP (D ), р  > 2, с п о м о щ ь ю  этого  о п е р а т о р а  о б щ ее  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1) в 
о б о зн а ч е н и и

Q (z) = ( T a ) ( z )  (4)

д ается  ф о р м у л о й
и = е^  ф + е^  Т ( е / )  (5)

с п р о и зв о л ь н о й  а н а л и т и ч е с к о й  в о б л асти  D  ф у н к ц и е й  ф.
И н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  (5) р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (1) п р и  Ь (z)  = 0 н а зы в а е т с я  и н т е г р а л ь н ы м  

п ред став л ен и ем  первого рода; в его п остр о ен и и  ц ен тр ал ьн о е  м есто  зан и м ает  п остроен и е  ф у н к ц и и  Q ( z )  по  
ф орм уле (4). И н теграл ьн ое  п р ед став лен и е  р е ш е н и й  у р ав н ен и я  (1) п р и  Ь(z)  Ф 0 н азы в ается  и н тегр ал ьн ы м  
п р е д с т а в л е н и е м  второго рода,  и  п р и  его п о с тр о е н и и  и сп о л ьзу ет ся  п р ед ст ав л ен и е  п ер во го  р о д а  (5).

Т еп ер ь  п е р е х о д и м  к  сл у ч аю , к о гд а  м л а д ш и е  к о э ф ф и ц и е н т ы  а и  Ь и  п р а в а я  ч ас ть  /  у р а в н е н и я  
(1) н е  п р и н а д л е ж а т  п р о с т р а н с т в у  с у м м и р у е м ы х  ф у н к ц и й . В это м  сл у ч ае  п о л у ч е н н ы е  р е зу л ь т а т ы  п о  
и ссл ед ован и ю  у р ав н ен и я  (1) отн осятся  к  тео р и и  сингулярных  об о б щ ен н ы х  ан ал и т и ч еск и х  ф у н к ц и й . Для 
к р атко го  о б зо р а  п о  это й  т ео р и и  у д о б н о  ввести  к ласс  ф у н к ц и й  С " ^  D,  0 .

О б о зн ач и м  С" ^  D,  0 ,  где а  > 0, п ростран ство  всех н е п р ер ы в н ы х  в D \  {0} ф у н к ц и й  f  (z)  с п овед ен и ем  
О ( |z |" “ ) п р и  Z ^ 0 . _

О сновная  трудн ость  заклю чается  в п остр о ен и и  ф у н к ц и и  Q (z)  п о  ф орм уле (4), так  как  п р и  а е  С" ^  D,  0 ,  
а  > 1, и н т е г р а л  Т а  я в л я е т с я  р а с х о д я щ и м с я  и н т е г р а л о м . П о эт о м у  в р аб о тах  р а з л и ч н ы х  ав то р о в  б ы л и  
и сп о л ь зо в ан ы  р азн о о б р азн ы е  м ето д ы  и ссл едован и я. Н ап р и м ер , п р ед став л ен и я  р е ш е н и я  у р ав н ен и я  (1) в 
в и д е  р я д о в  п о  с т е п е н я м  z и  :г в о к р ест н о сти  с и н г у л я р н о й  т о ч к и  z = 0, т ак ж е  и сх о д я  и з  п р е д с т а в л е н и я  
Z = , г = |z |, f  = a rg  z, м етод  р азд ел е н и я  п ер ем ен н ы х  п о  п ер ем ен н ы м  (г, f ), м етод  сведен и я  у р ав н ен и я
(1) к  э к в и в а л е н т н о м у  л и н е й н о м у  у р ав н ен и ю , т и п а  м е то д а  Ф укса и  т. п.

П остроению  и н тегр ал ьн ы х  п р ед став л ен и й  р е ш е н и й  и и ссл едован и ю  к раевы х  зад ач  д л я  у р ав н ен и я  (1) 
с к о эф ф и ц и е н та м и  и з к л асса  С " ^  D,  0 ,  где а  > 0, п о св я щ ен ы  р аб о ты  Л. Г. М и х ай л о в а  [2] , З. Д. У см анова 
[3] , Н. Р. Р адж абова [4] , H. B egehr [5] , A. M eziani [6] , А. П. С олдатова и А. Б. Р асул ова [7] , А. Б. Т ун гатарова  
[8] и  др.

Н о, к  сож алению , и сп о л ьзо в ан и е  в ы ш еп ер еч и сл ен н ы х  м етод ов  не дал о  так и х  п о л н о ц ен н ы х  р езу л ь т а ­
тов, к ак  в т ео р и и  р ег у л я р н ы х  о б о б щ ен н ы х  а н а л и т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  И. Н . В екуа.

В п о с л е д н и е  д е с я т и л е т и я  н а  п у т и  и с с л е д о в а н и я  о б о б щ ен н о го  у р а в н е н и я  К о ш и  -  Р и м а н а  с к о э ф ­
ф и ц и е н т а м и  а е  С "а " 1, где  а  > 0, и  Ъ е  С " 1 со с п е ц и а л ь н ы м и  в и д а м и  (к о гд а  а ( z ) = z  |z |" “ " - а0( z ), где 
а0 е  С ( D ), т. е. к огд а  к о эф ф и ц и ен т  и м еет  сп ец и ал ь н ы й  м н о ж и тел ь  z |z | " - = е '^ ), п о л у ч ен  р я д  резул ьтатов  
(см., н а п р и м е р , [9] ) с и с п о л ь зо в а н и е м  си н гу л я р н о го  о п ер ато р а  П о м п ей ю  -  В екуа (2). З а м е ти м , что  этот 
м н о ж и т е л ь  и гр а л  важ н у ю  р о л ь  п р и  п о с т р о е н и и  ф у н к ц и и  Q ( z ) и в  в о п росе  су щ ест в о в ан и я  гло б ал ьн о го  
р е ш е н и я . И м ен н о  в сл учае  так ого  т и п а  к о эф ф и ц и е н то в  д л я  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (1) п о стр о ен а  ф у н к ц и я  
Q (z)  и  п о л у ч е н ы  и н т е г р а л ь н ы е  п р е д с т а в л е н и я  п ер в о го  р о д а  и  в то р о го  р о д а . З а м е т и м , что  п р и  это м  
сл у ч аи  а е  С " 1 и  а е  С"„ , а  > 1, и ссл ед о ван ы  н езави си м о .

В н а с т о я щ е й  р аб о те  сн ято  у с л о в и е  о г р а н и ч е н н о с т и  с к о э ф ф и ц и е н т а  а е  С "а , а  > 1, и  п о л у ч е н о  
п р е д с т а в л е н и е  об щ его  р е ш е н и я  д л я  о д н о го  н е л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  К о ш и  -  Р и м а н а  с и зо л и р о в а н н о й  
с и л ь н о й  особен н остью  в м л а д ш е м  к о эф ф и ц и ен те .

В о б л асти  Do р а с с м о тр и м  н е л и н е й н о е  у р а в н е н и е

dzu "  и (z)  = f  (z)  , m  е  N  \  {1}, (6)
|z  |“  ^ ^ ( z )

с к о э ф ф и ц и е н т о м  a ( z )  е  ^  D  ), к о т о р ы й  n р а з  н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м  в о к р ест н о сти  н у л я , где 
а  > 1, а  п = [а] -  ц ел а я  ч асть  а .

В п р а в о й  ч а с ти  (6) ф у н к ц и я  /  п р и н а д л е ж и т  к л ассу  (D 0), р  > 2 . Ч и сл о  т  > 2 -  н ек о то р о е
ф и к си р о в ан н о е  н ату р ал ьн о е  чи сло .

К ак  с к а за н о  в ы ш е , р е зу л ь т а т ы , п о л у ч е н н ы е  в сл у ч ае  а  > 1, о т н о сятся  к  т е о р и и  с и н г у л я р н ы х  
о б о б щ ен н ы х  а н а л и т и ч е с к и х  ф у н к ц и й .



Д л я  у т о ч н е н и я  к л а с с а  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (6) н а п о м н и м  н ек о т о р ы е  и зв е с т н ы е  ф а к т ы  и з  т е о р и и  
э л л и п т и ч е с к и х  си стем , и з л о ж е н н ы е  в м о н о г р а ф и и  И. Н . В екуа  [1] и  в к н и г е  Л. Б ерса , Ф. Д ж он а , 
М. Ш ехтера [10] .

Зам ети м , что  ф у н к ц и я  /  п р и н ад л еж и т  соболевском у  п р о стр ан ств у  W|0’C (D o), если  в лю б ой  зам к н у то й  
п о д о б л асти  G0 с  D 0 с ам а  ф у н к ц и я  / (z)  и  ее о б о б щ ен н ы е  п р о и зв о д н ы е  п р и н а д л е ж а т  LP(G0), р  > 2 .

П усть  в н е к о т о р о м  о т к р ы т о м  м н о ж е с т в е  G н а  п л о с к о с т и  з а д а н а  л и н е й н а я  э л л и п т и ч е с к а я  с и ст ем а  
п ер в о го  п о р я д к а  с п о с т о я н н ы м и  с т а р ш и м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и , м л а д ш и е  к о э ф ф и ц и е н т ы  и  п р а в а я  часть  
к о то р о й  п р и н а д л е ж а т  LjOc( ^ ), т. е. п р и н а д л е ж а т  (G0) в л ю б о й  о г р а н и ч е н н о й  области  G0, л е ж а щ е й  в G 
вм есте со своей  гр ан и ц ей . Т огд а  н а  о сн о ван и и  в н у т р ен н ей  р егу ляр н о сти  (см. м он ограф и ю  И. Н. В екуа [1]) 

лю бое слабое р е ш е н и е  и этого у р а в н е н и я  р егу ля р н о  в то м  см ы сле, что  он о  п р и н а д л е ж и т  кл ассу  ŴO,̂ ( G ) 
и  у д о в л е т в о р я е т  рассм г1т р и в а е м о й  си стем е . В с и л у  т е о р е м ы  в л о ж е н и я  ф у н к ц и я  и в д е й с т в и т е л ь н о с т и  
п р и н а д л е ж и т  классу  С^  с п о к азател ем  ^  = (р -  2 ) / р . Э тот ф акт бы л д о к азан  И. Н. В екуа в [1] . В соот­
в етс тв и и  с в н у т р е н н е й  р егу л я р н о ст ь ю  р е ш е н и й  в д а л ь н е й ш е м  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (6) п р е д п о л а га е т с я  

р е г у л я р н ы м  в о тк р ы то м  м н ож естве  D 0 .Б о л е е  точн о , ф ун к ц и ю  и ( z ) е  W|OC(D0), р  > 2, у д овл етворяю щ ую  
у р а в н е н и ю  (6) п о ч т и  всю ду, н а зы в а е м  р егулярным  реш ен и ем .

2 . И н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  р е ш е н и й . Н ап о м н и м , что  к о эф ф и ц и ен т  у р ав н ен и я  (6), а (z)  е  ), 
п р а з  н еп р ер ы вн о  д и ф ф ер ен ц и р у ем  в окрестности  н уля , где а  > 1 и п = [а] -  ц елая  часть  а . С ледовательн о , 
ф у н к ц и ю  а (z )  в ок р естн о сти  особой  т о ч к и  z  = 0 м о ж н о  р а зл о ж и т ь  п о  ф о р м у л е  Т ей л о р а

а (z)  = р п (z )  + ао(z),  где  ао(z)  = о ( z " ) п р и  z ^  0 .

З д есь  р п (z)  k1+k2<п ^к1к2 • z ^ 1̂ ^2 -  ее г л а в н а я  ч ас ть  (п о л и н о м ), ak1k2 -  к о э ф ф и ц и е н т ы  Т е й л о р а  п о  
степ ен я м  z и  :г, а  а0 (z)  -  о статок  в ф о р м е П еано . В вед ем  о б о зн ач ен и е

Q (z)  = ып (z)  + h (z),  (7)

где

^ ^  Z^1 ̂ *̂ 2 + 1 ^
(z)  = — г - ^  /  йк,к2 -̂------ , в сл у ч ае  — ^ Z, л и б о

п ( )  т  \ z  ̂ V  *1*2 2 (^ 2 + 1) -  ^  2к1+к2 <п  ̂ ^

^ ^  Z^1 z'^2+1 1 п - ^0

“ п (- ) = Н  к , ^ и -  а  + m h  * 1 • " ,  ” сл у ч ае  2  -  1 =  ‘ 0 е^  \г\^  ̂ 4 ^ “ "'1''2 2 (к2 + 1) -  а  ' т ’ ^  '' ' к1+к2 <п ^   ̂ к1=0
к2Фк0

п р и ч е м

h ( z ) ^
L  ^ 0( f )  ^  1 f L  a0( 0
T - ( ) + ~  T  — TFto + ^ n  ( 0  KI J y \  m\ i ; \ ‘̂ ( - z ’m \ ^ \ - ^ '  2Ki J r \  m \ ^ \ -

зд есь  m  > 2 -  н еко то р о е  ф и к си р о в ан н о е  н ату р ал ьн о е  чи сло .
Т е о р е м а .  П у с т ь  а  > 1, п = [а ] -  целая часть  а , и дан коэффициент a ( z )  е  С ( D ), который п р а з  

непрерывно дифференцируем в окрестности нуля,  т  > 2 -  некоторое фиксированное нат уральное  число.
Тогда соответственно в предположении е - ^  f  е  LP ( D ) общее решение  уравнения  (6) в классе и е  WlOo^(D0) 

для каждого фиксированного натурального числа т  = 21 + 1,1 е  N , дается формулой

и = { ф + - T ( в - ^  f  )
т

(8)

где ф е  (D 0) -  произвольная  ана литическая  в области  D 0 = D  \  {0} функция.
П ри  четно м  т  = 21,1 е  N , и 1 < а  < 2 также имеет мест о  интегральное  представление  (8) в области  

Da = D  \  {0} с разрезом,  соединяющим т о ч к у  z  = 0 с бесконечно удаленной  точкой  z  = ^ .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В вед ем  н о ву ю  ф у н к ц и ю  v( z ) ,  к о т о р а я  с и с х о д н о й  и с к о м о й  ф у н к ц и е й  и (z)  с в я за н а  
с о о т н о ш е н и е м

и(  Z) = v  ™ ( z). (9)

С п ерва зам ети м , что  м ы  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (6) р ассм атр и ваем  в классе и е  W|0’C(.Do) и в п р о ко л о то й  
об л асти  D 0 = D \  {0}, к о то р ая  я в л я ет ся  д в у с в я зн о й  областью .

В заи м н о -о д н о зн ач н ая  (и ли  одн ол и стн ая ) к о м п л ек сн о зн ач н ая  ф ун к ц и я  в м н о го св я зн о й  области  -  это 
ф ун к ц и я , которая  отображ ает каж дую  то ч к у  области  в ед и н ствен н ое  зн ач ен и е  в др у го й  области , п р и  этом  
к аж д о м у  зн ач ен и ю  в области  зн а ч е н и й  соответствует ед и н ств ен н ая  т о ч к а  в и сх о д н о й  области . Д р у ги м и  
сл о в ам и , ф у н к ц и я  я в л я е т с я  и  и н ъ е к т и в н о й  (р а з л и ч н ы м  э л е м е н т а м  и с х о д н о й  о б л асти  со о тветств у ю т 
р а зл и ч н ы е  э л е м е н т ы  в о б л асти  зн а ч е н и й ), и  с ю р ъ ек ти в н о й  (к аж д ы й  э л е м е н т  об л асти  з н а ч е н и й  и м еет  
св о й  п р о о б р а з  в и с х о д н о й  обл асти ). В м н о г о с в я зн о й  обл асти , в о т л и ч и е  от о д н о с в я зн о й , су щ еств у ю т  
за м к н у т ы е  к р и в ы е , к о то р ы е  не м о гу т  бы ть  стя н у ты  в то ч к у  без в ы х о д а  за  п р е д е л ы  области .

m



Д ля н а гл я д н о с т и  р а с с м о тр и м  степ ен н у ю  ф у н к ц и ю  и (z)  = , где  п о к азат ел ь  ^  -  к о м п л е к с н о е  чи сло . 
Ее о д н о зн ач н о сть  о п р ед ел я ется  ее связью  с л о гар и ф м и ч еск о й  ф у н к ц и ей  и м н о го зн ач н о стью  п о след н ей . 
П о ско л ьк у  л о га р и ф м  к о м п л е к с н о го  ч и с л а  я в л я ет ся  м н о г о зн а ч н о й  ф у н к ц и е й  (и м еет  б еск о н еч н о  м н о го  
з н а ч е н и й  д л я  о дн ого  ар гу м ен та), то  и  с т еп ен н ая  ф у н к ц и я , в ы р а ж е н н а я  ч ер ез  л о га р и ф м  z ^  = e x p ( ^ I n z ), 
так ж е  я в л я е т с я  м н о г о зн а ч н о й , есл и  п о к а з а т е л ь  с т е п е н и  ^  н е  я в л я е т с я  ц е л ы м  ч и с л о м . Е сл и  ^  -  ц ел о е  
ч и сл о , то  ф у н к ц и я  z ^  о д н о зн ач н а .

П р ед стави м  ф у н к ц и и  и (z)  и  а™ (z)  соответствен н о  в в и д е

и (z)  = 1и(z ) | е ' (Arg“+2*̂ )̂ , V™(z)  = Iv(z)l™ e™ (Arg”+2̂ ” ), к  е  Z

гд е  z  -  п р о и з в о л ь н а я  ф и к с и р о в а н н а я  т о ч к а  о б л асти  D 0, а  A rg  и и  A rg  v со о тв е тств ен н о  -  г л а в н ы е  
зн а ч е н и я  а р гу м ен то в  ч и с е л  и (z)  и  v ( z ) .  В и д н о , что  д л я  всех  т ак и х  то ч ек  д в у с в я зн о й  о б л асти  D 0 м о д у л ь  
lu (z ) | = Iv(z)| ™, m  е  N  \  {1} (т. е. сохран яется  в заи м н ая  о д н о зн ач н о сть  м о д у л ей  ф ун кц и й ), а  дл я  ар гу м ен та  
gj Argu = gimArgv +2imkK = Argв, ^  е  Z. Это о зн ачает , что  п р и  л ю б о м  н еч етн о м  н ату р ал ьн о м  т  > 2 м еж д у  

ф у н к ц и я м и  и (z)  и V (z)  соотн ош ен и е  (9) у стан авл и вает  в заи м н о -о д н о зн ач н о е  соответствие. Н о п р и  четн ом  
т  = 21, I е  N , м о ж е т  н а р у ш и т ь с я  эт а  в з а и м н а я  о д н о зн а ч н о с т ь , т а к  к а к  и = (+ а )2 * = v 2 * и  и = ( " V ) 2 * = v 2 . 
П о это м у , ч т о б ы  с о о т н о ш е н и е  (9) м е ж д у  ф у н к ц и я м и  и (z)  и  v ( z )  у с т а н а в л и в а л о  в з а и м н о -о д н о з н а ч н о е  
соответствие п р и  лю бом  ф и к си р о ван н о м  н ату р ал ь н о м  т  > 2, п ровед ем  р азр ез, со ед и н яю щ и й  то ч к у  z = 0 
с б еск о н еч н о  у д а л е н н о й  т о ч к о й  z  = то. Т огд а  тр еб о в ан и е  и н тегр и р у ем о сти  в б л и зи  р а зр е за  н ак л ад ы в ает  
о гр а н и ч е н и е  а  < 2 .

О чен ь  в аж н о  о тм ети ть  о д и н ак о в о е  п о в е д е н и е  ф у н к ц и й  и (z)  и  v ( z )  п р и  z ^  0:

lim  и (z )  = lim  v (z)  =
z^ 0  z^0

0, п р и  Re Q (z)  < 0, 

то, п р и  Re Q (z)  > 0.

Д р у го й  сп особ  д о б и т ь с я  о д н о зн а ч н о г о  со о тве тств и я  м е ж д у  з н а ч е н и я м и  ф у н к ц и й  и (z)  и  v ( z )  -
р ассм атр и в ат ь  с о о тн о ш ен и е  (9) в р и м а н о в о й  п о в ер х н о ст и  -  п о в ер х н о сти  в м н о г о м е р н о м  к о м п л е к с н о м
п р о ст р ан ст в е , н а  к о т о р о й  д а н н ы е  ф у н к ц и и  стан о в я тся  о д н о з н а ч н ы м и . К о н еч н о , в р а м к а х  н а с т о я щ е й  
статьи  этот сп особ м ы  не р ассм атр и ваем .

С л ед о в ател ьн о , все н а ш е  д ей ств и е  п р о и сх о д и т  в о б л асти  D 0 с р а зр е зо м , с о е д и н я ю щ и м  то ч к у  z = 0 с 
б еск о н еч н о  у д а л е н н о й  то ч к о й  z = то, и  п р и  это м  с о о тн о ш ен и е  (9) у с т ан ав л и в ает  в за и м н о -о д н о зн а ч н о е  
соответстви е  м еж д у  зн а ч е н и я м и  ф у н к ц и й  и (z)  и  v (z).

Т огда у р ав н ен и е  (6), где т  > 2 -  некоторое ф и к си рован н ое  н ату р альн о е  чи сло , сводится к  эк в и в ал ен т­
н о м у  л и н е й н о м у  у р ав н ен и ю :

1 a ( z )   ̂  ̂ 1 ч . 4
d zV  7 -:^- V (z)  = — f  (z),  m  = 2, 3 , . . . ,  (10)

m  Iz |“  m

в си л у  в за и м н о -о д н о зн а ч н о го  со о тветств и я  р е ш е н и й  у р а в н е н и й  (6) и  (10) согласн о  (9).

К ром е того, ф у н к ц и и  и (z)  и v ( z ) п р и н ад л еж ат  о д н о м у  и то м у  ж е к л ассу  u , v  е  WiO’C’ (D 0), что  в и д н о  из 
сл ед у ю щ его  с о о тн о ш е н и я  м еж д у  у р а в н е н и я м и  (6) и  (10) :

"  1̂  » (*) "  / ( ^ ) (^ ) "  -  1̂  ”( ^ ) -  -  f  (^ ) = 0.

П о это м у  п р и  в ы п о л н е н и и  у с л о в и й  те о р е м ы  п р о в е р к а  п р и н а д л е ж н о с т и  u , v  е  WlO^^(D0) с в о д и тся  к  

п р о в ер к е  п р и н а д л е ж н о с т и  к  это м у  к л ассу  ф у н к ц и й  еQ f , еQ Т  ( е " Q f ) .
Л е м м а . Если а  > 1, то  суще ств ует  регулярное реш ение  Q (z)  уравнения

Q .  =  -  , ( 11)т  Iz |“

представимое в виде  (7).
П реж д е  ч е м  д о к а зы в а т ь  л е м м у , за м е т и м , что  ф у н к ц и я  Iz 1"“̂ я в л я е т с я  м н о г о зн а ч н о й ; п р и  р а зр е зе  

р а с ш и р е н н о й  к о м п л е к с н о й  п л о ск о сти  вд о л ь  л и н и и , с о ед и н я ю щ ей  т о ч к и  z = 0 и  z = то (н ап р и м ер , л у ч а  
a rg  Z = р ), м ы  в ы б и р аем  ф и к си р о в ан н у ю  ветвь д а н н о й  ф у н к ц и и  и этот вы бор  в д а л ь н е й ш е м  у ч и т ы в а е м  
п р и  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и . В сам о м  дел е, и м е е м  р а в е н с тв о  IzI"" = z " “ /2 z " “ /2 = в" ^ ln  ̂в " ^ ln^. А  так  
к а к  л о г а р и ф м ы  In z = In Iz I + i a rg  z  и  In z  = In  Iz I "  i a rg  z  к о м п л е к с н о  с о п р я ж е н ы  и  a  е  R, то  зн а ч е н и е  
ф у н к ц и и  Iz I""  остается п о л о ж и тел ьн ы м  в ещ ествен н ы м  чи слом . О брати м  в н и м ан и е , что  ф у н к ц и я  (z)  и з 
ф ор м у л ы  (7) явл яется  резу л ьтато м  п р ям о го  и н тегр и р о в ан и я  ф у н к ц и и  г ( z , z )  = Iz I"" р„ (z)  п о  п ер ем ен н о й  
Z, ч то  о б ъ я с н я е т  п о я в л е н и е  л о г а р и ф м а  в сл у ч ае  ч е т н о г о  а,  т. е. п р и с у т с т в и я  в н е к о т о р ы х  сл а га е м ы х
м н о ж и т е л я  z 1



П ри первом варианте доказательства л ем м ы  достаточ н о  п р о вер и ть  сп равед ли вость  р ав ен ств а  (11) для  
ф у н к ц и и  Q ( z) ,  п р е д с т а в л е н н о й  ф о р м у л о й  (7), т. е. д и ф ф е р е н ц и р у я  п о  z  ф у н к ц и ю  Q ( z):

Q " (z )  = ( ( (On (z ) )  г + (h (z ) ) ".

Р ассм отри м  сл у ч ай  a /2  ^  Z; более кон кретн о , случай , к о гд а  а  Ф 2 (к 2 + 1) н и  д л я  какого  н ео тр и ц ател ьн о го  
ц ел о го  к 2 < п. И м еем

( ̂ п  (z )  )2 =
2

к1 + к2 < п

^  к1 "  к2+1

= -  «^1̂ 2 ̂ "1 -  ̂
1̂ +к2 <п

"кг -  +1

2 (kz + 1) -  а
Рп ( z)  
т  \z\“ .

С огл асн о  ф о р м у л е  (3), 

(h (Z))" =
T  «0 ( О

т \ ( \ - 1
( ) + -  f2 K i J r

L  a0 ( 0

Q " (z)  = ( ^ п  (z ) )z  + (h  (z) )"  =

T ^ ^  + ^ п  ( 0
/

п( ) 1 0( ) 1 ( )

= L  «0 ( 0

l ^ - ^ l z m \ ^ \ - l
1_ й0(z)  
m  \z\^ ’

+  —

m \ z \ ^  m  \z\^ m  \z \“ ’

т. е. и м еет  м есто  р ав ен ств о  (11).
А н а л о г и ч н ы м  о б р азо м  п р о вер я ется  и  в то р о й  сл у ч ай , т. е. к о гд а  а /2  -  1 = к0 е  Z.
Р ассм о тр и м  второй вариант доказательства леммы.
О бласть D  содерж и т то ч к у  z  = 0 и о гр ан и ч ен а  гл ад к и м  к о н ту р о м  Г, о р и ен ти р о в ан н ы м  п р о ти в  часовой  

стрел к и . О б о зн ач и м  D,, = D  П { \ z \ >  е}.
В ведем  с и н г у л я р н ы й  и н т егр ал

Q ( " ) = ;?т0 ̂■'T‘ \ f \  " )) ; 5 0 1 X .
( ) 2

D, \t \" ( ^ - z Y
(12)

где  и н т е г р а л ь н ы й  о п ер ато р  T^ о п р ед ел я ется  а н а л о ги ч н о  (2) п о  о т н о ш ен и ю  к  о б л асти  D ,̂.
Н ап о м н и м , что  если  f ( х,  у)  -  а н ал и т и ч еск ая  ф у н к ц и я  п е р е м е н н ы х  х  и г/, то  м о ж н о  у к азать  ф орм улу , 

к о то р ая  н ескол ьк о  у п р о щ а е т  в ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л а  П о м п ей ю  -  В екуа T f . С дел ав  з а м е н у  х  = 2-1 ( z  + z),  
у  = (2 i )1 - ( z  -  z )  и  в ы ч и с л и в  н е о п р е д е л е н н ы й  и н тегр ал

F(Z, z )  ^  f
z  + z  z  -  z

2 2

согласн о  ф о р м у л е  Б о р ел я  -  П о м п ей ю  п о л у ч и м

f (  О  d2 ̂ ( )
i T f ) i z )  == - 1 /  == " ) - .

K J d  i - z  2n i  J r  i - z

Р ассм о тр и м  сл у ч ай  a  Ф 2 (k 2 + 1). И сп о л ьзу я  п р ед ст ав л ен и е  к о эф ф и ц и е н т а

a (z )  = p п (z)  + a 0 (z),  где  a 0 (z)  = o ( z п) п р и  z ^  0, 

в в ы ш е п р и в е д е н н ы х  о б о зн ач ен и я х

I t^ ^ ( 0 \ ( ) = ^ т / - n ^ ё ] i z )  + I t .  -  ( ^ ) ^ ( ).

Т ак  к ак  p п ( z)  -  н ек о то р ы й  м н о г о ч л е н  п о  степ ен я м  z и  z, то  согласн о  в ы ш е п р и в е д е н н о й  ф ор м у л е

L  Рп (О  ^  L  рп (D
Те ( ) = ,  ̂  ̂ 1 f  ^ п  (z)

(Z) = ^ п  (z)
2 т  J r  <;-

d ( .

В ы н есем  отдел ьн о  м алую  окрестность  особой  точк и  z = 0, и н ач е  говоря, п р ед став и м  область D = D  U Г = 
De  U Г + {\z\ < £■}, где  De = D  П { \ z \ >  £■}. С огл асн о  это м у  р азб и ен и ю

L  а 0 ( О  
Т£ ( ) = 1 f  а0(Q  , ,  ^ ^ 0(О  , , ,

K J d \^\ ‘̂  ( ^ - z ) 2Ki Л  f - z  ^  k L < J ^ “ ( ^ - z ) 2^ ,D \‘.\“ (<, - z)  2Ki J t ^ - z  k
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и л и , что  р а в н о си л ь н о ,

L  « ( f )i-£ ( z ) = (z )  +
^  r  (Z) . 1  f  й0( ^ ) ^

2 ^ i J T  ! ^ "  z  ^  к  J n I ^ I ‘̂  ( ^  "  z)

- !In i  J r

T(a0 ( ^  ) I f I " “ ) a0 ( ^ )
■d^ + -  f

2 n i . h  ^  "  z  ^ J f I “ ( f  "  z)
d2^, I z I>  . .  (13)

У б еди м ся , что  сем ей ств о  (ф ункций  Q ̂ (z)  = (Т^(а(^)  I f I “ ^ ( z )  п р и  £ ^  0 р а в н о м е р н о  сх о д и тся  к  
ф у н к ц и и  Q (z)  = (Т ( а ( ^ )  I ^ I"“ ) ) (z)  и, в ч астн о сти , сп р авед л и в о  р ав ен ств о  (11) п р и  а  Ф 2 (к2 + 1). В сам о м  
д ел е, и с п о л ь зу я  н ер авен ство  Г ёльдера, :diо ж н о  п о к азать , что  п о с л е д н и й  и н тегр ал  в п р а в о й  ч ас ти  (13) по 
м о д у л ю  н е  п р ев о сх о д и т  CL p(а0(^)  I f I" " ) , где  С = С (d)  -  п о сто я н н ая , d  -  д и а м е т р  области , S = 1 "  р " 1, 
так  что  со о тветств у ю щ и й  и н те гр а л  р а в н о м е р н о  стр ем и тся  к  н у л ю  п р и  £ ^  0 .

В р езу л ь т ат е  п р и х о д и м  к  р ав ен ств у

Q (z)  = lim
0
L «(f) (z)  ^ ( j  « (^) d z (  +

, , W  «0 (f )
( Z )  = ^ n  ( Z ) ^ ^  .

^  J d  I ^ I“ ( ^  "  Z )

■ ^  ^ ^ n l - R , i r  +  A .  ( ^ 0 (OIfI"“)
' . n i  J y  ^  " Z  2 n i  J y

d ( .
2 n  i J y "  z   ̂ 2 я  i J y ^  "  z

С у ч ето м  н а л и ч и я  м н о ж и тел я  1 / т  в ф орм уле (11), п р и  и сходн ом  о б о зн ач ен и и  ф у н к ц и и  Q ( z)  п о л у ч и м

а (^ )
Q (z)  =

1 1 0( )
(z )  ^ — Ып ( z )  т т г ^  ^ “ 2^ -

т  т п  J o  I<;I‘̂  ( ^ " Z )

1 f ^ n - 0 ^ r  + [ Т (й0( O I f I " “ )
2 т я i J y ^  "  z  2 т к i J y "

d^.

К о н ту р н ы е  и н т е г р а л ы  п о  г р а н и ц е  Г в п о с л е д н е й  ф о р м у л е  м о ж н о  о б ъ е д и н и т ь  в о д и н  к о н т у р н ы й  
и н тегр ал , и  то гд а  ф у н к ц и я  h (z)  в ы р аж ается  ф о р м у л о й

h (z ) ^ «0 (О
(^) + ^  / ( " ^  + - “ п ( О )2 л:I J r \  т  IfI“  т  ) l " Z

З ам ети м , что  h ( t)  = ( Т (т  1 а0( Q  IfI “ ) ) ( t )  п р и  f е  Г, где  а0(t)  
В р е зу л ь т ат е  д л я  п р е д с т а в л е н и я  ф у н к ц и и  Q( ) п о л у ч и м

е  Н ( Г), в ч астн о сти , h ( t )  е  С^‘( Г).

Q (z )  = - Ы п  (z)  + h ( z ) . 
т

З а м е т и м , что  к о н т у р н ы й  и н т е г р а л  в п р е д с т а в л е н и и  ф у н к ц и и  h (z )  п р е д с т а в л я е т  собой  ан а л и т и ч е с к у ю  
ф у н к ц и ю  от к о м п л ек сн о го  п е р е м е н н о го  , п р о и зв о д н а я  к о то р о й  п о  р а в н а  н улю , так  что

— Ып (z)  
т

Р п (z)
т  IzI“

и  согласн о  ф о р м у л е  (3)

^  ^  ̂ ^  . П  ̂ л  ̂ Рп(^ ) , 1 « 0(z )  1 a (z )
QZ(z)  ^  — ( (Оп(z ) ) г + ( h (z ) ) г = ^ ~ ^  ^  ~  ^  .

m  m  IzI'^ m  IzI'^ m  IzI'^

А н а л о г и ч н ы м  о б р азо м  р ассм атр и в ается  сл у ч ай  а /2  "  1 = к 0 е  Z. Л ем м а  д о к азан а .
В ерн ем ся  к  д о к азател ьств у  теорем ы .
И так , н а  о сн о ве  п р и в е д е н н о й  в ы ш е  л е м м ы  и  ф о р м у л ы  (7), в п р е д п о л о ж е н и и  e " Q f  е  ( D ) о б щ ее

р е ш е н и е  (10) в классе  v е  W|oC (D 0) согласн о  ф о р м у л е  (5) д ается  ф о р м у л о й

= ф + - Т  ( e " Q f )

где  ф е  (D 0) -  п р о и зв о л ь н а я  ан а л и т и ч е с к а я  в области  D 0 = D \  {0} ф у н к ц и я . П ользуясь  ф о р м у л о й  (9) 
и п о сл е д у ю щ и м и  зам еч ан и я м и , убеж даем ся  в сп равед л и в о сти  у тв ер ж д ен и я  теорем ы . Т еорем а д о к азан а .

П о л у ч ен н о е  и н те гр а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  р е ш е н и й  р ассм ат р и в аем о го  у р а в н е н и я  п о зв о л я ет  р е ш а т ь  
к р аевы е  зад ач и : т и п а  Д и ри хл е , Р и м а н а  -  Г и л ьб ерта  и  др.

+

+

- а
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