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Аннотация. В работе в ограниченной области на плоскости рассматривается одно эллиптическое уравнение второго 
порядка с полярной особенностью в младш ем  коэффициенте, главны м  оператором которого является оператор 
Лапласа. Изучены вопросы построения явного интегрального представления общего решения. Отдельно рассмотрен 
случай с полярной особенностью первого порядка с использованием видоизмененного интеграла Помпейю -  Векуа. 
Полученное интегральное представление применяется в нахождении единственного реш ения задачи типа Дирихле. 
Полученное явное реш ение рассматриваемого уравнения также дает возможность непосредственно ставить и 
исследовать задачи типа линейного сопряжения и Римана -  Гильберта.
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Abstract. In a bounded domain on a plane, a second-order elliptic equation w ith  a polar singularity in the low er-order 
coefficient is considered, whose principal operator is the Laplace operator. The problem of constructing an explicit integral 
representation of the general solution is studied. The case w ith a first-order polar singularity is considered separately using 
a modified Pompeiu -  Vekua integral. The obtained integral representation is applied to find the unique solution of the 
Dirichlet-type problem. The obtained explicit solution of the considered equation also allows for the direct formulation and 
investigation of linear conjugation and Riemann -  Hilbert type problems.
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1. В в е д е н и е . У равн ен и я  Л ап л аса  с си н гу л я р н ы м и  к о эф ф и ц и ен т ам и  в м л а д ш и х  чл ен ах  — это особы й  
кл асс  э л л и п т и ч е с к и х  у р а в н е н и й , к о э ф ф и ц и е н т ы  и л и  п р а в а я  ч ас ть  к о т о р ы х  м о г у т  б ы ть  р а з р ы в н ы м и  
и л и  д аж е  б е с к о н е ч н ы м и  в о п р е д е л е н н ы х  то ч к ах . Это у с л о ж н я е т  и х  и ссл ед о в ан и е . Т а к и е  у р а в н е н и я  
встречаю тся в ф и зи к е  п р и  о п и сан и и  н ео д н о р о д н ы х  сред, н ап р и м ер , п р и  м о д ел и р о в ан и и  р асп р о стр ан ен и я  
в о л н  в м а те р и а л а х  с д еф ек там и .

В работе [1] н ай д е н ы  и н тегр ал ьн ы е  п ред став л ен и я  дл я  н екоторы х  классов  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  у р ав н е ­
н и й  эл л и п ти ч еск о го  т и п а  с си н гу л я р н ы м и  ги п ер п л о ск о стя м и  ч ер ез р е ш е н и е  у р а в н е н и й  с р егу л я р н ы м и  
к о э ф ф и ц и е н т а м и . Б о л е е  п о д р о б н у ю  и н ф о р м а ц и ю  п о  э л л и п т и ч е с к и м  у р а в н е н и я м  с с и н г у л я р н ы м и  
к о э ф ф и ц и е н т а м и  м о ж н о  н а й т и  в р аб о тах  [2, 3, 4] .

П усть  о б л асть  D  с о д е р ж и т  н а ч а л о  к о о р д и н а т , о г р а н и ч е н а  г р а н и ц е й  Г, о р и е н т и р о в а н н о й  п р о т и в  
ч асо во й  стрел ки . В д а л ь н е й ш е м  D 0 = D \  {0}.

Н асто ящ ая  р аб о та  п о св я щ ен а  п остроен и ю  и н тегр ал ьн о го  п р ед став л ен и я  общ его  р е ш е н и я  у р ав н ен и я  
Л ап л аса  в о гр а н и ч е н н о й  области  D  н а  п л о ск о сти  с п о л я р н о й  особен н остью  п ер во го  п о р я д к а  в м л а д ш е м  
к о эф ф и ц и ен те . П о л у ч ен н ы е  и н т егр ал ь н ы е  п р ед ст ав л ен и я  п р и м ен я ю тся  к  и ссл ед о ван и ю  к р аевы х  зад ач .
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В стан д ар тн ы х  о б о зн ач ен и ях  2д5 = дх + id y , 2д^ = — id y , id ^z = А, и = U\ + iu2 в области  D 0 рассм отри м
сл ед у ю щ ее  си н гу л я р н о е  у р а в н е н и е  Л ап л аса  с особен н остью  в м л а д ш е м  к о эф ф и ц и ен те :

а 2ц

d z d z I  + ^  ( 1)

п р и ч е м  а = ai + ia2 е  C  — к о м п л ек сн о е  ч и сл о , ф у н к ц и и  А { z ) , f  (z )  е  Lp (D ), р  > 2 .
Д л я  у т о ч н е н и я  к л а с с а  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (1) н а п о м н и м  н ек о т о р ы е  и зв е с т н ы е  ф а к т ы  и з  т е о р и и  

э л л и п т и ч е с к и х  си стем , и зл о ж е н н ы е  в раб о тах  [5, 6] .
Зам ети м , что  ф ун к ц и я  /  п р и н ад л еж и т  соболевском у п р о стр ан ств у  W (D 0), если  в л ю б ой  п одобласти  

Go е  Do ее о б о б щ ен н ы е  п р о и зв о д н ы е  f z , f z  е  L^^^(Go), р  > 2 .
П усть  в н е к о т о р о м  о т к р ы т о м  м н о ж е с тв е  G н а  п л о с к о с т и  з а д а н а  л и н е й н а я  э л л и п т и ч е с к а я  с и ст ем а  

п ер в о го  п о р я д к а  с п о с т о я н н ы м и  с т а р ш и м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и , м л а д ш и е  к о э ф ф и ц и е н т ы  и  п р а в а я  часть  
к о т о р о й  п р и н а д л е ж а т  L^^^( G ), т. е. п р и н а д л е ж а т  W ( G 0) в л ю б о й  о г р а н и ч е н н о й  о б л асти  G0, л е ж а щ е й  
в G в м есте  со св о ей  г р а н и ц е й . Т о гд а  н а  о с н о в а н и и  в н у т р е н н е й  р е г у л я р н о с т и  л ю б ое  сл абое  р е ш е н и е  

и этого  у р а в н е н и я  р е г у л я р н о  в то м  см ы сл е , ч то  он о  п р и н а д л е ж и т  к л ассу  (G ) и  у д о в л е т в о р я е т
р ассм атр и ваем о й  систем е. В си л у  теорем ы  в л о ж ен и я  ф у н к ц и я  и в д ей ств и тел ьн о сти  п р и н ад л еж и т  классу  
С^ ( G0) с п о к азател ем  // < (р — 2 ) / р . Э тот ф акт бы л д о к азан  И.Н. В екуа(см . [5] ). В соответстви и  с в н у тр ен н ей  
р е гу л я р н о с т ь ю  р е ш е н и й  в д а л ь н е й ш е м  р е ш е н и е  л и н е й н о й  э л л и п т и ч е с к о й  с и с т е м ы  п ер в о го  п о р я д к а  
п р ед п о л агается  р е г у л я р н ы м  в о тк р ы то м  м н о ж еств е  D 0.

Т ак  как  у р ав н ен и е  (1) своди тся  к  и н тегр и р о в ан и ю  д вух  эл л и п ти ч еск и х  у р а в н е н и й  п ервого  п о р я д к а  в 
соответстви и  с в н у тр ен н ей  регулярн остью  р еш ен и й , в д ал ь н ей ш ем  р еш ен и е  у р ав н ен и я  (1) п редп ол агается  
р е г у л я р н ы м  в о тк р ы то м  м н о ж еств е  D 0.

Б о л ее  то ч н о  ф у н к ц и ю  и (z)  е  W^̂ ’̂ ( D 0), гд е  р  > 2, у д о в л е т в о р я ю щ у ю  у р а в н е н и ю  (1), п о ч т и  всю д у  
н а зы в а е м  его р е г у л я р н ы м  р е ш е н и е м .

2. И н т е г р а л ь н ы е  п р е д с т а в л е н и я  р е ш е н и й .  В вед ем  о п ер ато р ы  П о м п ей ю  -  В екуа ( [5, с. 29])

( T f ) ( z )  = — I  d 2 ^, (2)

где d2 ̂  — эл ем ен т  п л о щ ад и . Х орош о известн о , что  п р и  р  > 2 этот оп ератор  д ей ствует  L^ ( D ) ^  W ( D ) с  
Н ( D ) и  у д о в л етво р я ет  у р ав н ен и ю

( T f  = f ,  (3)

а  такж е

( T f ) ( z )  = — 1 f  d2^, (4)

с п л о т н о с т ь ю  f  е  L ^ ( D ), p  > 2. З д есь  и  н и ж е  d2^  о зн а ч а е т  э л е м е н т  п л о щ а д и . В ч а с тн о с т и  (см . [5]), 
о п ер ато р  T  т ак ж е к о м п а к т е н  в п р о стр ан ств ах  L^ ( D ) и  С ( D ), и

((  T f  ))z = f .  (5)

В о б о зн ач ен и я х

R e a  = ai, a  = 2 a ln \z \ ,  h( z )  = ( T A ) ( z )  + —  f    di^ (6)
к  I J  ^ — z  

ЭТ

о п р е д с т а в л е н и и  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1) сп р а в е д л и в а  сл ед у ю щ ая
Т е о р е м а  1. П уст ь  —1 < 2 a i < 1 и ф ун к ц и я  A  (z )  е  L^ ( D ), p  > 2 . Тогда при  \ z\—2̂ f  е  L^ ( D ), p  > 2 лю бое  

регулярное реш ение ур авн ения  (1) в област и D 0 задает ся ф орм улой

u = J  + T \z\2̂ e^ф + T \ z \ 2^e^T\ z \ —2̂ e —̂ f ,  (7)

где ф — ант ианалит ическая  ф ункция, и ф ункция ф ана ли т и чна  в област и D 0, причем  \z\—2^ф е  LP ( D), р  > 2. 
Ф ункции  ф иф  определяю т ся однозначно по ф ункции  и и ее производной и^.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В начале у ст ан о в и м  су щ еств о ван и е  и н тегр ал ь н ы х  о п ераторов  в о б о б щ ен н о м  р е ш е н и и  
и  и х  п р и н а д л е ж н о с т и  к л ассу  Г ельдера, и з  к о т о р ы х  со став лен о  и н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  (7). С это й  
ц ел ь ю  н е о б х о д и м о  п р е д в а р и т е л ь н о  н а п о м н и т ь  д е й с т в и е  в р а з л и ч н ы х  п р о с т р а н с т в а х  и н т е г р а л ь н о г о  
о п ер ато р а  в и д а

(}<>f) ( - )  = j  * f ,  .  е  D. (8)
D



где  п о л о ж и т е л ь н ы е  т,  а  у д о в л етв о р я ю т  у сл о в и я м

0 < т  < 1 < а  < (3 -  т) / 2 ,  (9)

т а к и м  о б р азо м  0 < 3 -  т  -  2а  < 1.
Л е м м а  1. П уст ь

р  > 2 / ( 3  -  т  -  2 а ), ^  = 3 -  т  -  2а  -  2 /р .  (10)

Тогда операт ор К 0 ограничен L P ( D ) ^  ( D ).
Д о к азател ьство  л е м м ы  1 м о ж н о  н а й т и  в [7] .
П р и м ен я ем  л е м м у  1 к  и н т е г р а л ь н ы м  о п ер ато р ам  в ф о р м у л е  (7):

[ K i f ) ( z )  .  ( T |z |- 2“ . - * / ) ( * )  ^  .  £ D.

D

где  п о л о ж и т е л ь н ы е  m  = 2a, a  = 1, у д о в л етв о р я ю т  у с л о в и я м  л е м м ы  1, п р и  это м  h . e ^  е  С^ ( D ). С л е д о в а ­
тел ьн о , о п ер ато р  К 1 о г р а н и ч е н  ( D ) ^  С^ 1 ( D ), 0 < //1 < 1;

( K 2K i f ) ( z )  ^  (Tl z l 2y - ^ K 1 f ) ( z )  = f  ( ^ ) d 2 z  е  D,
J  I  -  Z
D ^

где п о л о ж и тел ьн ы е  m = 2a, a  = 1  удовл етворяю т у сл о ви ям  л е м м ы  1, п р и  этом  h, е  С^ ( D ). С ледовательн о ,
о п ер ато р  К 2 о г р а н и ч е н  ( D ) ^  С^ 2 ( D ) , 0 < //г < 1.

А н ал о ги ч н о , п р и  |z |2“^  е  ( D ), р  > 2  о п ер ато р

(К3 Ф ) ( z ) ^ ( T | z | 2“e - ^ ф ) ( z) ,  z e D ,

о г р а н и ч е н  LP ( D ) ^  С^ 3 ( D ), 0 < //3 < 1.
У р ав н ен и е  (1) св о д и тся  к  и н т е гр и р о в а н и ю  д вух  у р а в н е н и й  п ер во го  п о р я д к а  в и д а

и ,  -  ( +  А ) и  = f ,  
и ,  = и .

(11)

П о ло ж и м
Q = а  + h, г де  а  = 2а  In |z |, (12)

h ( z )  о п р ед ел я ется  согласн о  ф о р м у л е  (6) .
П ри  д о к азател ьств е  т ео р ем ы  1 су щ еств ен н у ю  р о л ь  и гр ает  сл ед у ю щ ая
Л е м м а  2 . П уст.ь в первом  однородном у р а вн ен и и  (11) коэф ф ициент  А  е  LP ( D ), р  > 2 . Тогда ф ун к ц и я  Q 

удовлет воряет  уравнению

Пг = - +  А. (13)
Z

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р и в ед ем  д о к азател ь ств о  л е м м ы  2 с н ач ал а  с обратн ого . Д ей стви тел ьн о , п о ск о л ь к у

2 d i ^  = ^  

dz  | z | ,

и  согласн о  свой ству  (3) о п ер ат о р а  П о м п ей ю  -  В екуа, п о л у ч и м

( Т А ) ,  = А .

С у ч е т о м  эти х  со о б р аж ен и й , сп р ав ед л и в о сть  р а в ен ст в а  (13) устан о вл ен а .
Т еп ер ь  р а с с м о т р и м  п р я м о е  д о к а за т е л ь с т в о  л е м м ы  2. Н а п о м н и м  к л асси ч еск у ю  ф о р м у л у  П ом п ей ю .

Е сл и  u( z )  е  С 1 ( D ) П С ( D ), то  и м е е т  м есто  то ж д ество , к о то р о е  н а зы в а е т с я  к л а с с и ч е с к о й  ф о р м у л о й
П ом пей ю :

dz ̂
' ^ - Z  к  j  I  -  z 'и (*) =  2^ / и (f ) r ^  -  и ит(^ ) fh, ‘ e ° .

где  и н тегр ал  п о  обл асти  п о н и м а е т с я  к ак  н есо б ств ен н ы й  и н тегр ал , d2^  = di;drj — эл е м е н т  п л о щ а д и . 
Н а  осн ове ф о р м у л ы  П о м п ей ю  н ет р у д н о  п о л у ч и ть  ф ор м у л у , д аю щ у ю  все р е ш е н и я  у р а в н е н и я

d iu  = f ( z ) .



Как и звестн о , если  п л о тн о сть  f  с у м м и р у ем а  в области  D  и в  к аж д о м  за м к н у т о м  круге  В с  В  п р и н а д ­
л е ж и т  LP (В)  с л ю б ы м  р  > 2, то ф у н к ц и я  и = Т д  п р и н а д л е ж и т  W 1’̂  (В) и  у д о в л е т в о р я е т  н е о д н о р о д н о м у  
у р а в н е н и ю  К о ш и  -  Р и м ан а , то

и (z)  = ф (z)  + ( T f ) ( z ) ,  ф( z ) ^  ^
-

Г

где
f ( 0  d2 f

( T f ) ( z)  = -  -  f  
Л J d -

Р ассм о тр и м  у р а в н е н и е
и  = lzl2̂ e^ [ф + T  ( I z l -2^ e- ^ f ) ] .

Т огда ф о р м у л а  П ом пей ю  для  ф у н к ц и и  Q, п р о и зв о д н ая  кото р о й  и м еет  п о л яр н у ю  особен н ость  п ервого  
п о р я д к а  в точк е  z = 0, в п р е д п о л о ж е н и и  а е  C, А  е  ( D ) п р е д с т а в и м а  в ви д е

l n |  f |
Q = 2 a l n |z |  + l^ 1̂ d ^ -  1  /"  А ^ d 2 ^,

K1 J  l - z  ^  l - zl - z  ^ w г
Г D

к о то р ая  в б л и зи  особой  т о ч к и  = 0 и м еет  п о в ед ен и е

Q = 0 (In  |z |)  п р и  z ^  0 .

О б о зн ач ая  ч ер ез  h ( z)  п о с л е д н и е  д в а  сл агаем ы е, п р и х о д и м  к  ф о р м у л е  (12).
Л е м м а  3. П уст ь  ф ун к ц и я  Q (z )  определена ф орм улой  (12) и ф ун кц и я  Izl-2^ e - ^ f  е  L P( D), р  > 2. Тогда 

общ ее реш ение  первого ур а вн ен и я  (11) в классе С (D  \  0) задает ся ф орм улой

и  = lz \2̂ e^ [ф + Т  ( l z l -2^ e - ^ f ) ] ,  (14)

где ф ункция  ф е  С (D  \  0) а н а л и т и ч н а  в от кры т ом  множ ест ве D  \  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Л егко  п р о вер и ть , что  ф у н к ц и и  U = eQ у д о в л етво р я ет  о д н о р о д н о е  у р а в н е н и е

-  + А и  = .U j -

Т о гд а  д л я  ф у н к ц и и  V  = e -Q U  и м е е м  со о тн о ш ен и е

У- = e -Q U j -  (А )e -Q U = е - Qf .

И з э т о й  ф о р м у л ы , с п о м о щ ь ю  о п е р а т о р а  Т,  п о л у ч и м  V  = ф + Т ( e -Qf ), гд е  ф у н к ц и я  ф е  С (D \  0) 
а н а л и т и ч н а  в о тк р ы то м  м н ож естве  D \  0. В р езу л ь тате  п р и х о д и м  к  п р ед ст ав л ен и ю  (14). Л ем м а  д о к азан а . 

П р о д о л ж и м  д о к азател ьств о  тео р ем ы  1.
Р ассм о тр и м  в оп рос  и н т е г р и р о в а н и я  второго  у р а в н е н и я  (11):

щ  = U.

В п о л у ч е н и и  о б щ его  р е ш е н и я  д а н н о го  у р а в н е н и я  и  в его  о п и с а н и и  су щ е с т в е н н у ю  р о л ь  и гр ает  
и н т е г р а л ь н ы й  о п ер ато р  (4) П о м п ей ю  -  В екуа. С л едовател ьн о , общ ее р е ш е н и е  этого  у р а в н е н и я  зад ается  
ф о р м у л о й  ([5, c. 29])

и = i  + T U  (15)

с п р о и з в о л ь н о й  в D  а н т и а н а л и т и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  ^ . П о д ставл я я  з н а ч е н и е  U( z )  и з  ф о р м у л ы  (14), в 
ф о р м у л е  (15) п о л у ч и м  и н тегр ал ь н о е  п р ед став л ен и е  (7).

Н ах о д и м  ф о р м у л у  о б р ащ ен и я  п о л у ч ен н о го  и н тегр ал ьн о го  п р ед став лен и я . И з ф о р м у л ы  (14), в случае 
- 1  < 2 а < 1 с у ч е т о м  щ  = U , а  такж е и з ф о р м у л ы  (15) п о л у ч и м

ф = Iz I2- u,  - Т ( e -Q f ) ,

^  = и -  Т и ^ .

Т ео р ем а  1 до к азан а .
С л е д с т в и е . Е сли  ф е  ( D ), тогда в инт егральном  предст авлении  (7) регулярное реш ение уравнения  (1) 

такж е принадлеж ит  классу  Гельдера и е  С ^ ( D ), где v = m in { Ц1 , Ц2 , Цъ, }.



3. И н т е г р а л ь н ы е  п р е д с т а в л е н и я  р е ш е н и й  в  о с о б о м  с л у ч а е .  О б о зн а ч и м  Сд (D,  0), А < 0, п р о ­
стр ан ств о  всех  н е п р е р ы в н ы х  в  D  \  {0} ф у н к ц и й  f  (z)  с п о в е д е н и е м  О (\ z \ ^ ) п р и  z ^  0 . О но сн аб ж ается  
н о р м о й

\ (р\= sup  \z \—̂\ f  (z)\,
z еО

о тн о си тел ьн о  к оторой , о ч ев и д н о , бан ахово .
Д л я  и с с л е д о в а н и я  у р а в н е н и я  (1) в о соб ом  сл у ч ае  (2 1 = —1), в д а л ь н е й ш е м  у д о б н е е  и м е т ь  д ел о  с 

в и д о и з м е н е н н ы м  и н т егр ал о м  П о м п ей ю  -  В екуа

( T0f ) ( z )  = -  (  d 2 1, z  е  D, (16)
^  t ( t  — z)

D

к о т о р ы й , о ч е в и д н о , и м е е т  с м ы сл  д л я  ф у н к ц и й  f  е  Сд (D,  0) с Я >  —1, к о т о р а я  б ы л а  и з у ч е н а  в р аб о тах  
[8, 9, 10] . М ы  в о с п о л ь зу е м с я  л е м м о й , п р и в е д е н н о й  в р аб о те  [9], к о то р у ю  д л я  н а гл я д н о с т и  и зл о ж и м  с 
к о р о тк и м  ее до к азател ьств о м .

Л е м м а  4. a) О перат ор T0 ограничен в прост ранст ве Сд (D,  0), —1 < X < 0 и его норм а  \T0 \ l  совпадает  с 
пост оянной

\ t  — 1 \ ‘
^ (^ )  ^  U ,1 dzt .  (17)

b) Ф ункция  а  (Л) обладает  свойст вом  си м м ет р и и  а  (Л) = а ( —Л — 1) на и н т ер ва ле  ( —1,0) и возраст ает  
от  а ( —1/2)  до + ^  на и нт ервале  ( —1/2,0) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  а) П усть f  е  Сд (D,  0), —1 < X < 0. Т огда

\ Z \—д \( T0 f )(z )\ < \ ( p \ c , J
d.21

z \ д \t ( t  — z ) \ '
D

Л егко вид еть, что  и н теграл  зд есь  не п ревосход и т  п о сто ян н о й  (17), так  что  ф ун к ц и я  T0f  е  Сд(D,  0) и по 
о п р ед ел ен и ю  отсю да

\ T0 (р\ся < а (X)\ (p\c^. (18)

П усть 0 < г < 1 столь  м ал о , что  п р о к о л о т ы й  к р у г  0 < \z  \ ^  л/г со д ер ж и тся  в D . Р ассм о тр и м  ф у н к ц и ю
f  (z)  е  Сд е д и н и ч н о й  н о р м ы , к о то р ая  в кр у ге  \ z \ < г со в п ад ает  с

f  (*) =  \* \ ' ■\ z (  Z — r)\

Т огд а

(T0f  ) ( r )  > 1

j t\<1/VF \t\>1/V^
h i  / — I

\t

С л едовател ьн о ,
/

г - д( T. f ) ( r ) > а ( Л) -  2  [  j^ \j^_  1\

\ t — 1 \

Я
d21.

2 r  I . Iя
а (^ ) — f

\ t \> 1 /^

что  в со е д и н е н и и  с (18) о зн ач ает , что  н о р м а  о п ер ато р а  T0 в п р о стр ан ств е  Сд в то ч н о сти  совп ад ает  с а(А) .
b) Р авен ство  а  (Я) = а ( —Х — 1) п о л у ч а е т с я  за м е н о й  t  = 1 / t '  в и н тегр ал е  (17). А н а л о г и ч н о  у б еж д аем ся , 

что  п р о и зв о д н а я
i\ t \ )(\ t  \Я — \ t \—Я—1) ̂ f  ( ln \ f \)\ f \ Я г ,  f  (In

’ ( ' ) ^  ч - —1
\ t \<1

- d21,

что  д о к азы в ает  в торое  у тв ер ж д ен и е  в (b). Л ем м а  4 до к азан а .
З а м е т и м , ч то  п о л о ж и т е л ь н а я  п о с т о я н н а я  а ( —1/2)  д о с т а то ч н о  с л о ж н ы м  о б р азо м  в ы р а ж а е тс я  ч е р е з  

э л л и п т и ч е с к и е  и н т егр ал ы  п ер во го  и  тр етьего  рода.
Р ас с м о т р и м  и н т е г р а л  д л я  ф у н к ц и й  f  е  СЯ с 0 < X < 1 .В  это м  с л у ч ае  о н  и м е е т  см ы с л  и  п р и  z = 0. 

П оскольку  q>(z) = z —1 е  СЯ—1, н а  о сн о ван и и  л е м м ы  4 ф ун к ц и я  T0q> п р и н ад л еж и т  СЯ—1. С у ч ето м  о чеви д н ого  
то ж д ества

( T0 f ) ( z )  = ( T0f  ) ( 0) = z(T0^p)(z) 

закл ю ч аем , что  оп ератор  ( T0f  ) (z )  = (T0f  )(0 ) о гр ан и ч ен  в п ростран стве  Сд и его н о р м а  совпад ает  с а( X — 1).

Я



В сл у ч ае  2 а 1 = - 1 ,  об и н т е г р а л ь н о м  п р е д с т а в л е н и и  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1) и м еет  м есто  сл ед у ю щ ая  
Т е о р е м а  2 . П уст ь 2а 1 = - 1  и ф ункция А (z)  е  LP ( D ), р  > 2 . Тогда при /  е  LP ( D ), р  > 2 любое регулярное  

реш ение  ур авн ения  (1) в област и Da и ограниченное в особой т очке z  = 0 задает ся ф орм улой

и = ф  + 70 Izl' 2̂ 2 е^ф + 70 Izl' 2̂ 2 е^Т  Izl1 -' 2̂ 2 e- ^ f ,  (19)

где ф е  С ( D ) — а н т и а н а л и т и ч е с к а я  ф ун к ц и я  в област и D , ф ун к ц и я  ф а н а л и т и ч н а  в област и D 0, п р ичем  
ф е  LP ( D ), р  > 2. Ф ункции  ф и ф  определяю т ся однозначно по ф ункции  и и ее производной щ .

Н а п о м н и м , что  зд есь  ч ер ез  ( Т0)(р о б о зн ач ен о

- 1  f
f ( f  -  z)

( T0P ) ( z ) = - ^  f  ^
^  1 ( 1  -  z)

D

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н еп о ср ед ствен н о й  п р о вер к о й  м о ж н о  убедиться , что  и н тегр ал ьн о е  п ред ставлен и е  р е ш е ­
н и й  (19) д е й с т в и те л ь н о  у д о в л ет в о р я ет  у р а в н е н и ю  (1) в сл у ч ае  2 а 1 = - 1 .  П о это м у  д о ст ато ч н о  п р о в ер и т ь  
ее п р и н а д л е ж н о с т ь  к  к л ассу  W 1’̂  (Do)  и  о г р а н и ч е н н о с т и  п р и  z ^  0. В и н т е г р а л ь н о м  п р е д с т а в л е н и и  
р е ш е н и й  (19) в торое  сл агаем ое

To|z|^г^г е^ф

согласно  усл о ви ю  ф(z)  е  LP, р  > 2 я вл я ется  о г р а н и ч е н н о й  ф у н к ц и ей  п р и  z ^  0, так  как  к лассы  LP, р  > 2 
и  Сх (D,  0), - 1  < X < 0 в д а н н о м  сл у ч ае  совпадаю т.

В и н т е г р а л ь н о м  п р е д с т а в л е н и и  р е ш е н и й  (19) тр етье  сл агаем ое

70 Izl' 2̂ 2 е^Т Izl1- 2̂̂ 2 e - ^ f ,

согласн о  л е м м е  4 я вл я ется  о г р а н и ч е н н о й  ф у н к ц и ей . С у ч е т о м  ф у н к ц и и  ф е  С ( D ) т ео р ем а  до к азан а .
П олуч ен н ое  и н тегр ал ьн о е  п р ед став л ен и е  (19) такж е д ает  в о зм о ж н о сть  стави ть  и и ссл едовать  р а зл и ч ­

н ы е  к р аевы е  зад ач и .
Е сли  п р о ст о й  к о н ту р  Г = dD  п р и н а д л е ж и т  к л ассу  С 1'^ , т о гд а  п о  т ео р ем е  К ел л о га  к о н ф о р м н о  м о ж н о  

о то б р ази ть  эту  обл асть  н а  е д и н и ч н ы й  к р у г  D  = {z  : |z| < 1}. П о это м у  п р и  и с с л е д о в а н и и  к р аев ы х  зад ач  
м ы  о г р а н и ч и м с я  сл учаем , к о гд а  область  я вл я ется  е д и н и ч н ы м  к р у го м  и  п р и  это м  Г = {z  : \zl = 1}.

4. К р а е в ы е  з а д а ч и . К р а е в а я  з а д а ч а  D. Н ай ти  р еш ен и е  и (z)  е  С ( D ) у р ав н ен и я  (1), удовл етворяю щ ее 
н а  к о н ту р е  Г г р а н и ч н ы м  у сл о в и я м

Re |z |2“u z ( t) = д 1 ( t), t e  Г,
К ем ( t )  = § 2 (t),  1 е  Г, (20)
и (zq) = 0, u j (zq) = 0, zq е  D,

где  g k ( t) е  С (Г) (к = 1, 2) — за д а н н ы е  ф у н к ц и и , z 0 — п р о и зв о л ь н а я  ф и к с и р о в а н н а я  то ч к а  о б л асти  D . 
Р е ш е н и е .  Н а  осн о ве  ф о р м у л ы  (14) с у ч е т о м  U = и^ , и с п о л ь зу я  п ер в о е  у с л о в и е  з а д а ч и  D, п р и х о д и м  к  
н о во й  ф орм у л и р о в к е :

Т ребуется н а й ти  р еш ен и е  п ервого  у р ав н ен и я  и з (11) класса  и е  С ( D ) в вид е (14), в к отором  п р о и зв о л ь ­
н ая  ф у н к ц и я  ф (z)  у д о в л етв о р я ет  н а  к о н т у р е  Г г р а н и ч н о м у  усл о ви ю

К е ф |р = i?1 ( t ), (21)
1т ф (zo) = 0, zo е  Do,

где  gi1 = д 1 -  R e T |z |2“/  и  <̂1 ( t )  е  С ^ ( Г), v < 1 -  2 / р , р  > 2 .
Т очн ое  р е ш е н и е  (14) п р ед ст ав и м о  в в и д е  ([11, c. 124])

ф = - 2b i J ^ t ~ ^ ~ z  ^1 ( ^ ) ^ ^ + ^ ‘̂ о, (22)

1 Г Im ( ̂ Zo) _
где  Со = —  ту------- ^ ^ 1  (О  d f .

^  li; -  Zo|2л:
Г

Т еперь, п о д став л я я  зн а ч е н и е  ф и з  ф о р м у л ы  (22) в (7), а  такж е и с п о л ь зу я  в торое  у сл о ви е  и з  (16), т. е.

К е и (t )  = д 2 (t),  1 е  Г, (23)
и (Zo) = о, Zo £ D ,

дл я  н ах о ж д ен и я  н еи зв естн о й  а н ти ан ал и ти ч еск о й  ф у н к ц и и  ф (z)  п р и х о д и м  к  сл ед у ю щ ей  кр аево й  задаче:



Т р еб у ется  н а й т и  а н а л и т и ч е с к у ю  ф у н к ц и ю  ф (z),  к о то р а я  у д о в л е т в о р я е т  н а  к о н т у р е  Г г р а н и ч н о м у  
усл о ви ю

 ̂ R e i |г = 92( t ) , (24)
1т ф (Z0) = 0, Z0 е  D 0,

где  92 = 92 + / 1 (91), / 1 (9 1 ) = —Re{ T \^\2 “ е^ф (91) + T\i;\2‘‘e^T\(;;\—2‘̂ е—̂ f } и 92(О е  С ’' (Г), v < 1 — 2 / р , р  > 2. 
Т очн ое  р е ш е н и е  з а д а ч и  (24) п р ед ст ав и м о  в в и д е  ( [11, с. 124])

1 f  Im  ( ^ Z0) , -

\^ — Z0\2
Г

В р езу л ь т ате  п р и х о д и м  к  р е ш е н и ю  и сх о д н о й  к р аево й  за д а ч и  D.
Т е о р е м а  3. П уст ь вы полнены  условия  т еоремы  1 и g k ( t) е  Н (Г), к  = 1,2. Тогда краевая задача D в классе 

и ( z)  е  С ' ' (D) им еет  единст венное реш ение

и = I0 (g2) (z)  + f \ ( \ 2“e^ I0 (91) + f \ ^ \ z‘‘e ^ T \^ \—z‘̂ e—̂ f ,

где
+ z  2 iIm (  f  Z0)

'•  (ok ) ( ^ ) = ^  — z  \t  ̂— Zo\z
9k ( 0  k  = 1,2,

где 91, 92 соот вет ст венно выраж ают ся ф орм улам и, приведенны м и в  (21) и (24) [12] . 
З а м е ч а н и е .  П о луч ен н о е  вы ш е инт .егральное предст .авление т.акже дает  возмож ност ь ст а ви т ь  и 

исследоват ь задачи  т ипа  линейного  сопряж ения и Р им ана -  Гильберт а.
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