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А ннотация. Рассмотрена задача для уравнения Лаврентьева -  Бицадзе в модельной области, перфорированной 
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Для этой задачи построена усреднённая задача и доказана сходимость реш ений  исходной задачи к реш ению  
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Abstract. A problem for the Lavrentiev -  Bitsadze equation in a model domain perforated along the line of the equation type 
change w ith a characteristic size of micro-inhomogeneities e is considered. Homogeneous Dirichlet boundary conditions are 
set on the boundary of the cavities and on the external part of the boundary. The homogenized problem is constructed for this 
problem, and the convergence of solutions of the original problem to the solution of the homogenized one is proved. It is 
found that the limiting (homogenized) problem degenerates in the “hyperbolic” part of the domain.
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1. В в е д е н и е . У сред н ен и е зад ач  в м и к р о н е о д н о р о д н ы х  средах  я вл я ется  в а ж н о й  п р и к л а д н о й  зад ач ей  
и  с у щ е с т в е н н о й  ч астью  т е о р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й . Т ак и е  з а д а ч и  в о зн и к а ю т  во м н о г и х  
областях н ауки , так и х  как  хи м и я , ф и зи ка , би ологи я , б и о ф и зи к а  и би охи м и я, геологи я, и н ж ен ер и я , м ат ер и ­
ал овед ен и е  и др. И сслед ован и я  в д а н н о й  области  п р и в о д я т  к  м атем ати ч еск и м  п остан овкам , в кл ю чаю щ и м
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у р а в н е н и я  и  к р а е в ы е  у с л о в и я  с м а л ы м и  п а р а м е т р а м и , х а р а к т е р и з у ю щ и м и  р а з м е р ы  м и к р о н е о д н о р о д ­
н о с т е й  в о б л астя х  со с л о ж н о й  г е о м е т р и е й , и м е ю щ е й  н е т р и в и а л ь н у ю  м и к р о н е о д н о р о д н у ю  стр у к ту р у . 
Ч асто  рассм атри ваю тся  у р ав н ен и я  в ч асти ч н о  п ер ф о р и р о ван н ы х  областях, которы е требую т п р и м ен ен и я  
м ето д о в  аси м п то т и ч ес к о го  ан а л и за , т ео р и и  у с р е д н е н и я , т е о р и и  п о гр а н и ч н о го  слоя  и  т. д. С л у ч ай  у р а в ­
н е н и я  С токса  р а с с м о т р е н  в [43, 34, 38, 39, 35] . М о д ел ь н ы е  з а д а ч и  д л я  о п е р а т о р а  Л ап л а с а  с р а з л и ч н ы м и  
г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  н а  г р а н и ц е  п о л о с т е й  р а с с м о т р е н ы  в р аб о т ах  [7, 36, 37, 15, 16, 8] . О тм ети м , что  
к р а е в ы е  у с л о в и я  тр етьего  р о д а  н а  г р а н и ц е  п о л о с т е й  р а с с м а т р и в а л и с ь  в р аб о т ах  [33, 32, 3, 31, 4] . Н адо  
сказать, что  такж е и зу ч ал и сь  д и сси п ати вн ы е  эво л ю ц и о н н ы е  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р ав н ен и я , и нтересн ы е 
р е зу л ь т а т ы  п о л у ч е н ы  д л я  с х о д и м о с т и  а т тр ак то р о в  в п е р ф о р и р о в а н н ы х  обл астях . В р аб о тах  [19, 21] 
р а с с м о т р е н а  с и т у а ц и я  с л у ч а й н ы х  п о л о стей , т. е. р а с с м а т р и в а л о с ь  с л у ч а й н о е  у с р е д н е н и е  аттр ак то р о в . 
Д в у м е р н о е  у р а в н е н и е  Н ав ье  -  С то кса  и з у ч е н о  в [1, 2, 14] . В э т и х  р аб о тах  д о к а за н а  сл аб ая  сх о д и м о сть  
аттрак торов . С и л ь н ая  сх о д и м о сть  д о к а за н а  в [20] . У р ав н ен и я  Г и н зб у р га  -  Л ан д ау  и зу ч е н ы  в [22, 23, 18] . 
В э ти х  р аб о тах  р ассм о тр ен ы  д о к р и ти ч е с к и й , к р и т и ч е с к и й  и  за к р и т и ч е с к и й  сл учаи .

О тм е т и м  р а б о т ы  в областях , п е р ф о р и р о в а н н ы х  в д о л ь  м н о г о о б р а зи й  (см . [4 , 7, 9, 10, 12, 8, 5, 6, 17] . 
В э т и х  р аб о тах  п р и м е н е н ы  м е т о д ы  те о р и и  у с р е д н е н и я  д л я  а с и м п то т и ч е с к о г о  а н а л и з а  к р а е в ы х  за д а ч  
в м и к р о н е о д н о р о д н ы х  областях . П ри  это м  в ы я в л е н о  м а к р о в л и я н и е  м и к р о н е о д н о р о д н о с т е й  в области . 
П о д р о б н ее  о р аб о те  [4] . В н е й  д л я  у р а в н е н и я  П у ассо н а  с г л а д к о й  п р а в о й  частью  в м н о г о м е р н о й  
п е р ф о р и р о в а н н о й  о б л асти  р а с с м а т р и в а ю т с я  с л е д у ю щ и е  т и п ы  зад ач : н а  г р а н и ц а х  м н о ж е с т в  м ал о го  
д и а м е т р а , « р а зб р о с а н н ы х »  в н у т р и  о б л асти , ст ав и т ся  у с л о в и е  Н е й м а н а , а  н а  г р а н и ц е  с а м о й  о б л асти  -  
о дн ородн ое  услови е Д и рихле; н а  гр ан и ц ах  м ал ы х  м н ож еств  ставится  третье краевое условие, а  н а  гр ан и ц е  
сам о й  о б л асти  -  у с л о в и е  Д и р и х л е ; у с л о в и е  Д и р и х л е  к а к  н а  г р а н и ц е  обл асти , т а к  и  н а  г р а н и ц а х  м а л ы х  
м н о ж еств . П о к а за н а  сх о д и м о ст ь  р е ш е н и й  и  со б ств ен н ы х  з н а ч е н и й  у с р е д н е н н ы х  за д а ч  к  р е ш е н и я м  
со о тветств у ю щ и х  п р е д е л ь н ы х  зад ач , к р о м е  того, п о л у ч е н ы  о ц е н к и  н а  скорость  сх о д и м о сти  р е ш е н и й  и 
собствен ны х зн а ч е н и й  п р и  д о п о л н и тел ь н ы х  п р ед п о л о ж ен и я х  н а  р а зм ер ы  м ал ы х  м нож еств . Эти ж е ти п ы  
за д а ч  р ассм о т р ен ы  в области , р а зд е л е н н о й  п е р ф о р и р о в а н н о й  п ер его р о д к о й . П оказан о , что  п р е д е л ь н а я  
за д а ч а  буд ет  и м еть  ск ач о к  в г р а н и ч н ы х  у сл о в и я х  н а  п е р его р о д к е  в сл у ч ае  с м е ш а н н о й  за д а ч и  и  з а д а ч и  
Д и р и х л е  п р и  у сл о ви и , что  р а зм е р ы  п ер ф о р ац и и  д о стато ч н о  м ал ы . Е сли  ж е в зад ач е  Д и р и х л е  д и ам ет р ы  
м а л ы х  м н о ж еств  д о стато ч н о  « в ел и к и » , то  в п р е д е л е  гр а н и ч н о е  у сл о в и е  н а  п е р его р о д к е  вовсе  и счезает . 
Д л я  так о й  об л асти  так ж е п о л у ч е н ы  о ц е н к и  н а  скорость  с х о д и м о сти  р е ш е н и й  и  со б ств ен н ы х  з н а ч е н и й  
у с р е д н е н н ы х  зад ач  к  р е ш е н и я м  и  со б ств ен н ы м  з н а ч е н и я м  со о тветств у ю щ и х  п р е д е л ь н ы х  зад ач .

В работах  [10, 11] м о д ел и р о в ал и сь  зад ач и , св язан н ы е  с и зу ч е н и е м  ф и зи к о -х и м и ч еск и х  свойств  струи  
га за  в к ам ер е  сго р ан и я  и  соп ле  ж и д к о ст н о го  р еак ти в н о го  д в и гател я .

В н аст о ящ ей  работе  р ассм атр и вается  у р а в н е н и е  п ер ем ен н о го  т и п а  Л авр ен тьева  -  Б и ц а д зе  в области , 
п е р ф о р и р о в а н н о й  в д о л ь  л и н и и  с м е н ы  т и п а  у р а в н е н и я . П р ед п о л агается , что  п е р ф о р а ц и я  н а х о д и т с я  
то л ько  в « э л л и п т и ч е с к о й »  ч ас ти  области , а  в « ги п ер б о л и ч еск о й »  о н а  отсутствует. Е щ ё п р ед п о л агается , 
что  п р а в а я  ч асть  у р а в н е н и я  в « ги п ер б о л и ч еск о й »  ч ас ти  обл асти  р а в н а  нулю .

Д о к азател ь ст в о  с у щ е с т в о в а н и я  и  е д и н с т в е н н о с т и  р е ш е н и я  т а к о й  з а д а ч и  в п о л у п е р ф о р и р о в а н н о й  
области  м о ж н о  н а й ти  в [10] . О тм етим , что  воп росы  сущ ествован и я  и ед и н ствен н о сти  р е ш е н и й  зад ач  для  
у р а в н е н и я  Л ав р е н ть е в а  -  Б и ц а д з е  п о д н и м а л и с ь  р ан ее . В р аб о те  [42] и зу ч а л а с ь  с м е ш а н н а я  з а д а ч а  д л я  
такого  у р ав н ен и я . Т ам  у ст а н о в л е н а  н о р м а л ь н а я  р а зр е ш и м о с т ь  зад ач и  в в есо вы х  п ростран ствах , весам и  
п р и  это м  я в л я ю т с я  с т е п е н и  р а с с т о я н и я  до  у г л о в ы х  т о ч е к  обл асти . О тм е ти м  так ж е, что  в сл учае , к о гд а  
область, в которой  р ассм атри вается  задача, явл яется  од н о св язн о й  (н ап р и м ер , о н а  м ож ет бы ть  ко н ф о р м н о  
о тображ ен а н а  п олукруг), о д н о зн ач н ая  р азр еш и м о сть  в С оболевском  п ростран стве  W21 у стан о вл ен а  в [12] .

В р аб о те  п о к азан о , что  п р и  о п р е д е л ё н н о м  р а с п р е д е л е н и и  в к л ю ч е н и й  (пор), н а  к о то р ы х  в ы став л ен о  
о д н о р о д н о е  у слови е  Д и ри хл е , р е ш е н и е  зад ач и  р азд ел я ет ся  н а  н етр и в и ал ь н о е  в « э л л и п ти ч е с к о й »  части  
об л асти  и  н у л ев о е  -  в « г и п ер б о л и ч еск о й »  части .

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  о п р е д е л е н и я  и  п о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Д л я  п р о с т о ты  б у д ем  р ас с м а т р и в а т ь  
д в у м ер н у ю  область.

Р ассм атр и вается  у р а в н е н и е  в и д а

-  -  (s ign  у ) и'^^ = f (x , у ) (1)

в о б л асти  De, п е р и о д и ч е с к и  п е р ф о р и р о в а н н о й  в д о л ь  л и н и и  с м е н ы  т и п а  у р а в н е н и я  в п о л у п л о с к о с т и  
у  > 0, с х а р а к т е р н ы м  р а зм е р о м  £, а  часть , л е ж а щ а я  в н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и  у  < 0, и м е е т  о д н о р о д н у ю  
структуру. Н а  части  в н е ш н е й  гр ан и ц е  области  и н а  гр ан и ц е  в к л ю ч ен и й  в ы ставлен о  о дн ородн ое  услови е 
Д и рихле. И сследуется  аси м п то ти ч еско е  п о вед ен и е  р е ш е н и я  п р и  стр ем л ен и и  м ал ого  п ар ам етр а  е к  нулю . 
П олагаем , что  /  е  С 1 (R 2) и  р а в н а  н улю  п р и  у  < 0.

П ер ей д ём  к  стр о го м у  о п р ед ел ен и ю  обл асти  и  к р аево й  за д а ч и  в это й  области .
О п р е д е л и м  с н а ч а л а  область , п е р ф о р и р о в а н н у ю  в д о л ь  л и н и и  с м е н ы  т и п а  у р а в н е н и я . П усть  D 1 -  

п о л у к р у г , л е ж а щ и й  в п о л у п л о с к о с т и  у  > 0, г р а н и ц а  о б л асти  d D 1 со сто и т  и з  д в у х  ч ас тей  Г0 и  Г, гд е  Г0 -  
я в л я ется  частью  о к р у ж н о сти  е д и н и ч н о г о  р а д и у с а  с ц е н т р о м  в точк е  ( х  = 1, у  = 0), а  Г -  о тр езо к  [0, 2] н а
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оси абсцисс у  = 0. В сю ду далее £ = 2u+i  -  м а л ы й  п арам етр , N  -  н ату р альн о е  чи сло , N  ^  1. Б у д ем  такж е 
и сп о л ьзо в ать  сл ед у ю щ и е  о б о зн ач ен и я .

Рис. 1. Двумерная полуперфорированная область 
Fig. 1. Two-dimensional partially perforated domain

П усть В  -  п р о и зв о л ьн ая  д в у м ер н ая  область с гл ад к о й  гр ан и ц ей , л еж ащ ая  в круге К  = : ^2 + (^2 -  2 ) 2 <

а 2}, 0 < а < I . О б о зн а ч и м  В̂ ,̂ = { х  е  Q : е -1 (х 1 -  j , х 2) е  В }, j  е  Ъ, В^ ^  {JB-j,. О п р е д е л и м  о б л асть  к а к
  j

Q \  В^ . Б у д е м  такж е о б о зн ач ать  = дВ^ -  г р а н и ц а  о б ъ е д и н е н и я  п олостей .
С ледует отм ети ть , что  п ер ф о р ац и я  области  п о д х о д и т  н еп о ср ед ствен н о  к  оси  { у  = 0} п р и  стр ем л ен и и  

м ал ого  п ар ам етр а  £ к  нулю . П оэтом у  ож и д ается  в л и я н и е  п ер ф о р ац и и  н а  эф ф екти вн ое п овед ен и е  р еш ен и я  
в о к р естн о сти  и н т ер ф ей са  Г.

Т еп ерь  остаётся  д о б ави ть  к  « э л л и п т и ч е с к о й »  о б л асти  O'1 « ги п ер б о л и ч еск у ю »  ч асть  D 2, кото р у ю  м ы  
о п ред ел яем  как  часть  п олуп л оск ости  < 0, о гр ан и ч ен н у ю  сверху отрезком  Г , а  сн и зу  -  отрезк ам и  п р ям ы х  
(« х ар ак т ер и сти к »  у р а в н е н и я )  Г;! := { (х, у)  : х  = -  у, х  е  [0 ,1 ]}  и  Г2 := { (х, у)  : х  = у  + 2, х  е  [1 ,2 ]} . И так, 
п о стр о ен а  область  D^  =  D l U ( in t Г) U D 2 (см. ри с. 1). Р ассм атр и вается  зад ач а

-

и
уу 

j  = 0

-  (s ig n  у ) uj^^ = f ( X, у)  в Dj,

н а  Г0 U Г1 U S,;
(2)

(
X II \

х , у ^ ^  -  в н у т р е н н я я  н о р м а л ь  к  г р а н и ц е  в к л ю ч е н и й . П р ед п о л агается , что  к о э ф ф и ц и е н т  q

я в л я ется  н е о т р и ц а т е л ь н о й  д о стато ч н о  г л а д к о й  ф у н к ц и е й  в D !, а  так ж е 1 -п ер и о д и ч еск о й  п о  тр еть ем у  и 
ч е тв ёр то м у  ар гу м ен ту . Б у д ем  и ссл ед о вать  аси м п то ти ч ес к о е  п о в е д е н и е  р е ш е н и я  u j  (х, у )  п р и  £ ^  0.

Р е ш е н и е  к р а е в о й  за д а ч и  (2) м о ж е т  б ы ть  р а зб и т о  н а  д в е  ч ас ти . С н а ч а л а  м ы  р е ш а е м  у р а в н е н и е  
в « ги п е р б о л и ч е с к о й »  ч а с ти  D 2. В э то й  о б л асти  ф у н к ц и я  и (х, у) = F ( x  + у) + G (х  -  у),  где  F (s)  и 
G (t)  -  п р о и зв о л ь н ы е  д о с т а то ч н о  г л а д к и е  ф у н к ц и и . С у ч ё т о м  к р а е в ы х  у с л о в и й  н а  Г1 п о л у ч а е м , что  
F (0) + G ( 2 х ) = 0 и, следовательно , G = 0, а F(0) = 0. Т акое р еш ен и е  и н и ц и и р у е т  н а  « и н терф ей се»  Г м еж д у  
« э л л и п т и ч е с к о й »  и  « г и п е р б о л и ч е с к о й »  ч а с т я м и  о б л асти  D^ у с л о в и е  Ux = и у . Р е ш а я  о тд ел ь н о  к р аеву ю  
за д а ч у  д л я  у р а в н е н и я  П уассон а  в о б л асти  D], в и д а

A uj  = - f (  х , у )  

u j  = 0

в D1, 

н а  Г0 U S,;, 

н а  Г ,

п о л у ч а е м  у сл о в и я  д л я  о д н о зн а ч н о го  н а х о ж д е н и я  ф у н к ц и и  F (s)  (см. ан а л о ги ч н о  [42]). 
В ведём  о б о зн а ч е н и я  п р о стр ан ств

WiiS2 (D1) : = i u  : |V 2 u l2p ^1p^2 + IV u \2p^.^  5i- 2^52-2 + u 2 p  5i-4 ^52-4 d x d y  < +c

W l s ,  (D1, Г0 U S j) := u : u е  Wg^g^ (D ! ), u = 0 н а  Г0 U , ux = uy  н а  Г [,

u = u



гд е  Sj е  (0 ,1 /2 ] , j  = 1;2, р 1 = р 1 (х, у)  -  р а с с т о я н и е  до  н а ч а л а  к о о р д и н а т , р 2 = р 2(х, у )  -  р а с с т о я н и е  
д о  т о ч к и  (2, 0), зд есь  \V2 и \2 -  с у м м а  к в ад р ат о в  о б о б щ ё н н ы х  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  в то р о го  п о р я д к а , а 
р а в ен ст в а  и^ =Uy  и  -̂ nL = - s ^ q u  п о н и м аю т ся  в см ы сл е  следов  ф у н к ц и й .

П усть и е  W'2^̂ (D],). О б о зн а ч и м  Ю1 = р 12 р22 и, v 2 = р 12 р ^2 и. Я сно, что  ф у н к ц и и  V1 е  (D^), 

V2 е  Н 1 (D ^). В си л у  к л асси ч еск о й  тео р ем ы  о следе v 1 е  (Г), v2 е  L2(Г), и  сл едовател ьн о ,

У  \V u I 'p fV z 2 d x <  ^ ,  У  и 2р 11 -2 р ^̂2-2 d x  < ^ .  (4)

Г Г

Реш ение  з а д а ч и  (3) п о н и м а е т с я  к а к  э л е м е н т  п р о с т р а н с т в а  W | g (D],, Г0 U S,,), к о т о р ы й  у д о в л е тв о р я е т  
у р а в н е н и ю  за д а ч и  (3) п о ч т и  всю ду, а  г р а н и ч н ы е  з н а ч е н и я  п о н и м а ю тс я  в см ы сл е  следов.

В р аб о те  [42] и зу ч а л а с ь  з а д а ч а  (3) в о д н о р о д н о й  о б л асти  б ез  п е р ф о р а ц и и  с ц ел ью  р е ш е н и я  м о д е л и  
Л авр ен тьева  -  Б и ц а д зе  д л я  с м е ш а н н о й  зад ач и . Т ам  у ст ан о в л ен а  н о р м ал ь н ая  р а зр е ш и м о с т ь  зад ач и  (3) в 
весо вы х  п р о стр ан ств ах , в есам и  п р и  это м  я вл я ю тся  степ ен и  р асст о я н и я  до то ч ек  (0 ,0 ) и  (2, 0).

П р и н ц и п и а л ь н ы м  ж е  я в л я е т с я  в о п р о с  об о д н о з н а ч н о й  р а з р е ш и м о с т и  (к о то р ая  в о б щ е м  сл у ч ае  
н е  сл ед у ет  и з  н о р м а л ь н о й ). Д о к азател ь ст в о  о д н о з н а ч н о й  р а з р е ш и м о с т и  в п р о с т р а н с тв е  ^  (D],, Г0) с
н е к о т о р ы м и  (51, 82 е  (0 ,1 /2 ]  д л я  п е р ф о р и р о в а н н о й  о б л асти  с у с л о в и е м  Н е й м а н а  н а  г р а н и ц е  п о л о с т е й  
п р о вед ен о  в [10] . Д оказательство  для  зад ач и  с тр етьи м  к р аевы м  усл ови ем  н а г р а н и ц е  п о ло стей  соверш ен н о  
а н а л о ги ч н о  д о к а за т е л ь с т в у  и з  [10], к о то р о е  о п и р а е т с я  н а  л е м м у  Х о п ф а  -  О л е й н и к  (см . [14]), а  так ж е 

н а  в л о ж е н и е  g (D^, Г0) ^  С (D ^) (см . [10, п р е д л о ж е н и е  1]), д о к а за т е л ь с т в о  к о то р о го  о п и р а е т с я  н а  
р е зу л ь т а ты  и з  [9, 13] , и  м ы  его зд есь  не п р и в о д и м .

У м н о ж и м  у р а в н е н и е  з а д а ч и  н а  и^ и  п р о и н т е гр и р у е м  п о  ч астям . З а п и ш е м  это  равенство :

У  \Vи ^ \2 d x d y  ^  u ^ ^ u ^ d x ^  f u 4 x d y .  (5)

DJ г D1

З д есь  u'^ п о н и м а е т с я  в см ы сл е  сл ед а  ф у н к ц и и . П ри  это м  (см. (4)) и м еем

У  \ и^^и^\ d x ^  \и'^\2р ^1р ! ^ Ы х ^  \и^\2р - ^ 1p - ^ 2 d x <  ^ .

Г Г Г

3. А п р и о р н ы е  о ц е н к и .  Д ля  того , ч то б ы  п е р е й т и  к  р а с с м о т р е н и ю  во п р о со в  у с р е д н е н и я , п р е д в а р и ­
т ел ьн о  м ы  д о л ж н ы  п о л у ч и ть  а п р и о р н ы е  о ц е н к и  р е ш е н и й  за д а ч и  (3). И м еет  м есто  сл ед у ю щ ая  теорем а . 
Д л я  того, ч то б ы  п е р е й т и  к  р ассм о тр ен и ю  во п р о со в  у ср е д н е н и я , п р е д в а р и т е л ь н о  м ы  д о л ж н ы  п о л у ч и т ь  
а п р и о р н ы е  о ц е н к и  р е ш е н и й  за д а ч и  (3). И м еет  м есто  сл ед у ю щ ая  теорем а.
Т е о р е м а  3.1. Решение и^ задачи  (3) удовлет воряет  неравенст ву

У Ww^ (01,Го) < К \\ / \ \ь2  (D1), (6)

где конст ант а  К  > 0 не зави сит  от £.
Д оказат ельст во.  В рав ен ств е  (5) р а с с м о т р и м  тр етье  сл агаем ое  в л е в о й  части . И м еем

5 (  ( и^ ) 2)Г 1 г  а  ( и^)2J х  = -2 ]  d x .  0 .

Д алее, и с п о л ь зу я  стан д ар тн у ю  т е х н и к у  и н т е г р а л ь н ы х  о ц ен ок , у ч и т ы в а я  н ер авен ство  т и п а  Ф ри дри хса

У  ( и^ ) 2 d x d y  < ^  \V u ^\2 d x  dy,

d 1
п о л у ч а е м  н ео б х о д и м у ю  оц ен к у . Т ео р ем а  до к азан а .

4. У с р е д н е н и е  в  « э л л и п т и ч е с к о й »  ч а с т и  о б л а с т и  и  с х о д и м о с т ь . Э тот р азд ел  п о свя щ ён  и зу ч ен и ю  
а с и м п т о т и ч е с к о г о  п о в е д е н и я  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  П у ассо н а  Аи^ = - / ( х, у)  в о б л асти  D l  с к р а е в ы м и  
у с л о в и я м и  и^ = 0 н а  Г0, и"̂  = н а  Г и  и^ = 0 н а  . В д а л ь н е й ш и х  р а с с у ж д е н и я х  б у д ем  о то ж д еств л я ть  

ф у н к ц и и  и з  п р о с т р а н с т в а  W21 (D ^ , Г0 U ) с ф у н к ц и я м и  и з  W21 (D 1, Г0), р а в н ы м и  н у л ю  в В ^, а ф у н к ц и и  
и з  п р о с т р а н с т в а  L2(D ^) с ф у н к ц и я м и  и з  L 2( D 1), р а в н ы м и  н у л ю  в В ^. С д р у г о й  сто р о н ы , д л я  с у ж е н и я  
ф у н к ц и й  и з L 2 ( D 1) н а  D^ б у д ем  со х р ан ять  и х  о б о зн ач ен и я .

И м еет  м есто  у твер ж д ен и е .
Т е о р е м а  4 .1 . П у с т ь  /  е  L2 ( D 1) . Тогда для р еш ени я  краевой задачи  (3) им еет  мест о сходимость

W - и 0 Ŵ 2l (д1 ) ^  0 п р и £ ^  0, (7)



где и 0 -  реш ение предельной (усреднённой) краевой задачи

Ам0 = - /  в D  

и 0 = 0 н а  д В 1.
(8)

О б о зн ач и м  через (D 1) п ростран ство  (D 1, dD 1). Д ля д ок азател ьства  теорем ы  будем  и сп ол ьзовать
сл ед у ю щ ее  у твер ж д ен и е .

О
Л е м м а  4 .1 . П уст ь  Ve е  W^-(D 1, Г0 U ) и Ve ^  v * при £ ^  0 слабо в (D 1). Тогда v * eW^- (D 1) . 
Д оказат ельст во лем м ы  4.1. П усть д л и н а  п р о ек ц и и  В  н а  ось ^1 р а в н а  Ь. О бласть D 1 п р ед став и м  сл едую щ и м  
образом :

N N
= (n i : .  u  n i - j  u П 2,£ U

i= -N i=-N-1

где n-"^ -  область (часть в ер ти к ал ьн о й  п олосы ) ш и р и н ы  be, о гр ан и ч ен н ая  сн и зу  в ер х н ей  частью  гр ан и ц ы  

i-й  области  В ', а  сверху частью  п олу о к р у ж н о сти  Г0; область П-"^ -  п о л о са  ш и р и н ы  be, о гр ан и ч ен н ая  сверху 

н и ж н е й  частью  г р а н и ц ы  i -й  о б л асти  В ', а  с н и зу -п р я м о й  у  = 0; П^ ^, i = - N , . . . ,  N  -  1, -  п о л о с а  ш и р и н ы  
(1 -  Ь)е, о гр ан и ч ен н ая  сн и зу  п р я м о й  у  = 0, а  сверху -  куском  гр ан и ц ы  Г0, и м ею щ ая  общ и е в ер ти к ал ьн ы е 
гр а н и ц ы  с областям и  П'1'''̂  и  сам ая  л евая  область n -N -1  и сам ая  п р авая  область П^'^ -  в ер ти к ал ьн ы е
полосы , о гр ан и ч ен н ы е  сн и зу  п р ям о й  у  = 0, а  сверху  -  куском  гр ан и ц ы  Г0, и м ею щ и е  общ ие в ер ти к ал ьн ы е 
г р а н и ц ы  с о б л астя м и  П - ^^+ и  П^*^", со о тв е тств ен н о , и  и м е ю щ и е  с у м м а р н у ю  ш и р и н у  (1 -  Ь)£, н ак о н ец , 

Rc -  это  о став ш и еся  ч ас ти  обл асти  (бы ть м о ж ет  п усты е), в н е ш н я я  г р а н и ц а  к о то р ы х  п р и н а д л е ж и т  Г0.
П усть а  > £. О б о зн ач и м  ч ер ез  П"^'+ -  область  П^"  ̂П  [у  < а }.

К роме того, п усть  Г“^' -  о трезок  п р я м о й  у  = а ,  о гр ан и ч и в аю щ и й  сверху м н ож ество  П “ ^'+. А н ал о ги ч н о

2е и  П 2  ̂.
Н е о гр а н и ч и в а я  о бщ н ости , б у д ем  счи тать , что  ф у н к ц и и  -  в ещ ест в ен н о зн ач н ы е . О б о зн ач и м  через

(D^, ) ф у н к ц и и  и з С^ ( D 1), которы е обращ аю тся  в н у л ь  в окрестности  . П редп олож и м  в н ачал е , что

Vc е  С“ (O'1, Sc). П усть (х , а ) е  П^"^, а  то ч к а  (х , if) л еж и т  н а  н и ж н е м  о сн о в ан и и  П^"^. П оскольку  (х , if) = 0, 
то  п о  ф о р м у л е  Н ью то н а  -  Л е й б н и ц а  и м еем :

В озвед ем  обе ч асти  д ан н о го  р ав ен ств а  в к вад р ат  и  п р и м е н и м  н ер авен ство  К о ш и  -  Б ун як овск ого :

а2 (х , ы ) =

\2

\У

dv. 2

\ д у  )
(9)

П рои н тегри руем  обе части  этого н ер авен ства  п о  п ер ем ен н о й  х  по Г^^ '̂, считая, что  ф ун к ц и я  п р о д о л ж ен а  

н у л ём  в В ' U П^"^. П олучаем :

У  v̂2 (х , а ) d x  < ы J  IV v ,l2 d x . (10)

Р ас с м о т р и м  т е п е р ь  п о л о с у  П'2^, i = - N , . . . ,  N ,  и  п у с т ь  о б л асть  В \ к асается  её слева . П ро вед ём  

к а с а т е л ь н ы е  и з  л ев о го  и  п р ав о го  к о н ц о в  о т р е зк а  Г2"^' к  о б л асти  В '. Л егко  в и д еть , ч то  у го л  н а к л о н а  
к а с а т е л ь н ы х  а  л е ж и т  в п р е д е л а х  ( « 0, 12), гд е  « 0 >  0 не з а в и с и т  от е и  а  (н а п о м н и м : м ы  п р е д п о л а га л и , 
ч то  а  > е). Это сл ед у ет  и з  того , что  д и а м е т р  и  р а с с т о я н и е  м е ж д у  п о л о с т я м и  и м ею т  о д и н  и  то т  ж е 
поряд ок . С о ед и н и м  все точк и  отрезк а  Г2"^' с г р а н и ц е й  В ' так, чтоб ы  все эти  п р ям ы е  п ересекал и сь  в точке 
п ер есеч ен и я  касательны х . У нас п о л у ч и л ся  п у ч о к  п р ям ы х  с н ап р ав л я ю щ и м и  1(х ), у гл ы  н ак л о н а  которы х  
л еж ат  в п р о м еж у т к е  ( а 0, 12). П усть (х , а ) е  Г2“^ ', а  СУ,У) е  дВ^ П 1(х, а ). П оскол ьк у  ( f ,  у) = 0, то  сн о ва  по 
ф о р м у л е  Н ью то н а  -  Л е й б н и ц а  и м еем :

(Х,^ )
. . f  dVs

(у,у)

dl.

П



А н а л о г и ч н о  (9), в о зв о д я  обе ч а с т и  д а н н о го  р а в е н с т в а  в к в а д р а т  и  п р и м е н я я  н ер ав ен ств о  К о ш и  -  
Б у н як о вск о го , п о л у ч а е м  н еравен ство :

(х , а ) < —
s m a ^  \  dl j  - in  «0 J_

(x,jf) (x,y)

И н т е г р и р у я  обе ч а с ти  этого  н е р а в е н с т в а  п о  х  п о  Г2̂‘’̂ ' и  з а м е н я я  п р ав у ю  ч ас ть  н а  б о л ь ш и й  и н тегр ал , 
п о л у ч а е м

а 2 ( х , а ) d x  < —- — |Va£ |2 dx, i = - N , . . . ,  N .  (11)
J  - in a o  J

О сталось  о ц е н и т ь  и н т е г р а л  п о  r2 ’̂̂ - N - 1 . И с п о л ь зу е м  ту  ж е  к о н с т р у к ц и ю , ч то  и  д л я  о с т а л ь н ы х  

i = - N , . . . ,  N ,  то л ьк о  р а с с м о т р и м  обл асть  B - N , к о то р ая  к асается  п о л о с ы  n -N -1  сп рава . П р о во д я  
а н а л о ги ч н ы е  в ы ч и с л е н и я , п о л у ч аем

У  а2(х ,ы ) d x < C a  J  |VVeI2 d x . (12)

r,.,-N-i n “^-N-' un“^-N+un;; ;̂-N-

П усть Г "  = D 1 n  (-TO, to ) X [o i}) -  хо р д а , п а р а л л е л ь н а я  о т р е зк у  Г, в о б л асти  D 1 н а  р а с с т о я н и и  а  от 

д и а м е т р а , т. е. Г "  ^  U  Г"^' U . П р о с у м м и р о в а в  н е р а в е н с т в а  (10), (11) п о  i и  п р и б а в и в  (12), п о л у ч а е м
i

оц енку :

у  ( x ) d x < C i ^ J  | V I2 d x . (13)

F“ D1

В си л у  п л о тн о сти  в л о ж ен и я  C 0 ^ ( D ) в W.̂ - (D^, ) следует, что  оц ен к а  (13) сп равед л и в а  и дл я  лю бого 
Vc е  W21 (D'- , Sc). Т о гд а  и з о г р а н и ч е н н о с т и  в W21 (D 1) вы тек ает  н ер авен ство

У  V2,  (x ) d x  < а М .

П о ск о л ьк у  W21 (D - ) к о м п а к т н о  в к л а д ы в а е т с я  в L 2( Г " ), а  слабо  сх о д и тся  в W21 (D - ), то  п е р е х о д я  в это м  
н ер авен стве  к  п р е д е л у  п р и  £ ^  0, п о л у ч аем :

/( V*) d x  < а М .  (14)

Г“

И, н ако н ец , п о ск о л ьк у  а  -  п р о и зв о л ь н о  м ал ое  п о л о ж и тел ьн о е  чи сло , то и з (14) следует, что  v* = 0 н а  
г р а н и ц е  Г. Л е м м а  до к азан а .
Д о к а за т ель ст во  т еорем ы  4.1. П усть  [ }  -  п р о и з в о л ь н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь , с х о д я щ а я с я  к  н у л ю  п р и  
к  ^  +TO. По т е о р ем е  3.1 и з  р а в н о м е р н о й  о г р а н и ч е н н о с т и  се м е й с т в а  [ }  сл ед у ет , что  су щ еств у ет  
п о д п о с л е д о в а те л ь н о с т ь  и н д е к с о в  [  к '} , т ак ая , ч то  н а  э т о й  п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  п р и  к ' ^  +то и м еет  
м есто  сходи м ость

^к' —i ,̂* си л ь н о  в 1 D ̂  и  слабо в W  V  П1и* си л ь н о  в L2(D ^) и  слабо в W21 (D ^). (15)

П ри  это м  и* е  W21 (D ^) в си л у  л е м м ы  4.1.
У м н о ж ая  у р а в н е н и е  з а д а ч и  (3) н а  v е  C0TO(D^) и  и н т е г р и р у я  п о  ч а с тя м  п о  о б л асти  D ,̂ п о л у ч а е м  

и н тегр ал ь н о е  тож д ество

У  (V и^^', V v) d x ^  J  d xd y .

D1 D1

П ереходя  в это м  р ав ен ств е  к  п р ед ел у , в си л у  (14) п о л у ч а е м  н овое  и н тегр ал ь н о е  тож д ество

У  (Vu*, V v ) d x d y  ^ y  f v  dxd y ,

D1 D1



которое совпад ает  с и н т егр ал ь н ы м  тож д еством  п р ед ел ь н о й  зад ач и  в D .̂ И з п л о тн о сти  в л о ж ен и я  C0^(D ^)
О

в W ^ (D 1) и  е д и н с т в е н н о с т и  р е ш е н и я  п р е д е л ь н о й  з а д а ч и  (13) п о л у ч а е м , ч то  и* = и 0, а  и з  п р о и з в о л а  в 
в ы б о р е  и сх о д н о й  п о сл е д о в ател ь н о ст и  [ }  и  сх о д и м о сти  (14) вы тек ает  сл ед у ю щ ая  сходи м ость:

и  ̂ ^  и 0 си л ьн о  в L 2(D ^) и  слабо в W2 (D ^) п р и  е ^  0. (16)

О сталось у си л и ть  сходи м ость  (15) до  сходи м ости  (12). У м н ож и м  у р ав н ен и е  п р ед ел ьн о й  зад ач и  н а  и 0 и 
п р о и н тегр и р у ем  по частям  п о  области  D .̂ В ы ч и тая  это равен ство  и з р ав ен ств а  (5) и у ч и т ы в ая  (15), а  такж е 
и сп о л ьзу я  н ер авен ство  К ош и  -  Б ун яковского  и р ассу ж д ен и я  в к о н ц е  д о к азател ьств а  л е м м ы  4.1, п о лу ч аем

^V и"\\1^(Di■) - \ \ V u 0 (d 1) f ( u ‘̂ -  u 0) d x d y ^  d x — > 0 п р и  ^  0. (17)

D1 Г

И з (15) и  (16) сл ед ует  (12). Д ей стви тел ьн о , в си л у  (15) и  (16)

||V ( u ^ - u 0) ||^ 2(D1) = ||V u ^ \ \ l (D1 ) + ||V u0 Wl^(D1) -  ^  (V u ^  V u 0) d x ^  0

n

п р и  £ ^  0. И з это й  сх о д и м о сти  и  сх о д и м о сти  (15) вы тек ает  сх о д и м о сть  (12). Т ео р ем а  д о к азан а .
5. П р е д е л ь н а я  з а д а ч а  в о  в с е й  о б л а с т и .
Ч тобы  зав ер ш и ть  п остроен и е  п р ед ел ьн о й  зад ач и  во всей  области , н ад о  в сп о м н и ть , что  в « ги п ер б о л и ­

ч ес к о й »  о б л асти  р е ш е н и е  и м еет  в и д  F (x  + у), к оторое, в свою  о черед ь , и н и ц и и р у е т  н а  « и н тер ф ей се»  Г 
у с л о в и е  Мх = Uy. П осле у с р е д н е н и я  и зм е н и л а с ь  з а д а ч а  в « э л л и п т и ч е с к о й »  ч а с ти  обл асти , а зн а ч и т , и 
у сл о ви е  н а  « и н тер ф ей се» . О тк у д а  следует, что  н а  отр езк е  Г и м е е м  F (x )  = 0. Т а к и м  образом , п р ед ел ь н ая  
за д а ч а  во всей  о б л асти  п р и н и м а е т  с л ед у ю щ и й  вид:

Ам0 = - /  в D 1,

и 0 = 0 н а  dD 1, (18)

и 0 = 0 в D 2.
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