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А ннотация. В работе рассматривается квазилинейное уравнение «реакция -  диффузия», более известное как 
уравнение Колмогорова -  Петровского -  Пискунова -  Фишера. Для численного реш ения начально-краевой задачи с 
данны м  уравнением  была построена двухслойная разностная схема с весами, имею щ ая порядок аппроксимации 
О(h^ + г). Используемая схема позволила свести задачу поиска решения нелинейного уравнения к решению системы 
линейны х алгебраических уравнений методом прогонки. Приведены результаты численной реализации схемы на 
нескольких модельных примерах с точным реш ением типа «бегущей волны». Демонстрируемые расчеты показали 
высокую точность предложенной разностной схемы.
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Abstract. Mathematical models w ith this equation are widely used in ecology, physiology, combustion, crystallization, plasma 
physics, and in  general phase transition problems. In this article, we are interested in  the finite-difference approximation of 
the initial-boundary value problem w ith the KPP-F equation. For this, a two-layer difference scheme "with weights”was built, 
having an approximation order of О (h2 + r). The used scheme made it possible to reduce the problem  of finding a solution 
to a nonlinear equation to solving a system of linear algebraic equations using the sweep method. If n is the dim ension of 
the system, then the sweep m ethod provides a solution in  approximately 8n arithm etic operations, and therefore is a more 
economical method than others. The results of numerical implem entation of the scheme on several model examples w ith an 
exact "traveling wave"solution.
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1. В в ед ен и е . Важнейшей моделью среды, допускающей процессы самоорганизации, является урав­
нение «реакция -  диффузия» (УРД):

= D  V2u + /  (и),

где -  D  матрица коэффициентов диффузии, и - неизвестная векторная функция. Реакционно-диффузион­
ные системы широко встречаются в химии, биологии, экологии и физике.

В 1937 г. советские математики А. Н. Колмогоров, И. Г. Петровский и Н. С. Пискунов [ ] и Р. Фишер [2] 
одновременно предложили модель, которая описывает распространение биологических популяций:

&и д'2и
^ “(1 -  “)-dt  дх2
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Уравнение в честь авторов получило название Колмогорова -  Петровского -  Пискунова. Справедливости 
ради, стоит отм етить, что п ервоначально  уравн ен и е бы ло предлож ено Х отеллингом  [3, 4] в 1921 г. в 
качестве модели, описы ваю щ ей популяционны й рост и распространение. На основе принципов Малтуса 
рост м оделировался как  логистический  процесс. П остроение м и грац и он н ы х  процессов в пространстве 
осущ ествлялось с использованием  теории  Фурье распространения тепла.

У казанном у уравн ен и ю  посвящ ено больш ое количество работ, связан ны х  с расп ростран ени ем  в 
пространстве волн различной  природы  [5] . В работе [6] получены  точные реш ения двух типов уравнения 
Фишера. О днако особую роль играет конечно-разностная аппроксим ация уравнений  рассм атриваемого 
класса. В этой связи  необходим о отм етить работы  П. П. М атуса [ 7, 8], посвящ енны е чи слен н ой  ап п рок­
си м ац и и  у р ав н ен и я  Ф-КПП, а такж е статью [9], в которой п ри веден ы  и и сследованы  н а устойчивость 
м онотонны е разностны е схемы для уравнения КПП.

В настоящ ей работе строится разностная схема c весами, им ею щ ая второй порядок точности  по h и 
первый -  по г. Для рассм атриваемой разностной схемы приведены  результаты  численного эксперимента 
на разн ы х  пространственно-врем енны х сетках, а такж е для разли ч н ы х  зн ачен ий  весовых параметров. 

Целью дан н ой  работы  является получение асбсолю тных и относительны х погреш ностей  реш ения.

2. П о с т а н о в к а  за д а ч и . Р а з н о с т н а я  схем а. Рассмотрим  начально-краевую  задачу  для одном ерного 
уравнения Ф иш ера -  Колмогорова -  Петровского -  Пискунова:

ды д^ы
+ А и (S -  и ), 0 < X < 1,0 < t < T , A , S  > 0, (1)

с неоднородны м и  гран и ч н ы м и  и н ачальны м  условиями:

и (0, t ) = и1 ( t ), и (1, t ) = и2( t ), 0 < t < Т, (2)

и(х, 0) = U0 ( х ), 0 < X < 1. (3)

В у р ав н ен и и  (1) парам етры  А  и S им ею т зн ач ен и я  постоянной  роста и теоретического м акси м ум а для 
ф ункции  и соотвественно.

Разобьем  отрезки [0,1] оси х  на N  частей, отрезок [0, Т] оси t М  частей. Введем сетку

Whr = Wh X Wr = {xi = ih,i  = 0,1, . . , N } X { tj = j r , j  = 0,1, . . ,M }

с постоянны м и  ш агам и  h = 1 / N  и т = Т / М .
Значение сеточной функции у  в узле (х ;, t j ) будем обозначать . Будем  использовать ш еститочечны й 

ш аблон с центром  в точке (х ;, t j+1), состоящ ий из узлов

(Xi±1, t j+1), (Х;, t j+1), (Х;±1, t j ) , (Xi, t j ) .

Зам ен и м  первой  разн остн ой  прои звод н ой , а ^  -  второй разн остн ой  п рои звод н ой  и введем  
п рои звольн ы е вещ ественны е п арам етры  а, ^, а , ^ . С ледуя м етодике А.А. Самарского [10], рассм отрим  
семейство разностны х схем «с весами»:

u j u j  . . . . . .

—------   = А ( а у 1+1 + ) + а (S -  у̂ - ) y j+1 + ^ (S -  y j+1) y j , 0 < i < N,  0 < j  < M,  (4)

где
Д _ y i - 1  -  2Vi + yi +1  

^Vi = h2 ■

Н ачальны е и краевы е условия аппроксим ируем  точно

у0 = “ 1, ^^  = “ 2, (5)

= у (xi , 0) = U0 (Xi) ■ (6)

Для дальнейш его  удобства перейдем  к безы ндексны м  обозначениям , при н яты м  в работе [11] :

j j -  У -  У 
у1 = у , у1 = y , yt  = — ^ .

Для определения погреш ности  введенной  схемы необходим о оценить разность реш ен и я у̂ . задачи  
(4) -  (6) ф ункции  и непреры вной  ф ункции  и = и(х,  t ) в узлах  сетки:

г / = у{  -  v i  ■



Запишем задачу (4) -  (6) в безындексном виде

yt = А ( а у  + ^у) + а (S -  у)у + ^ (S -  у)у ,  (х, t ) € Whr,

у  (0, t ) = Ml ( t ), у  (1, t ) = U2 ( t ), t € Wr, (7)
у  (x, 0) = Uo (x) ,X € Wh.

Подставляя у  = z  + и в (7), перейдем к задаче для z:

Zt = A(a'z  + ^z ) + ф, (x, t ) € Whr,
' Z(0, t ) = Z(1, f) = 0, f € Wt:,

z  (x, 0) = 0, X € w h, 

где невязка схемы при решении определяется уравнением:

Ф = A(ffM + ^u) -  Ut + a (S  -  u)u + ^(S -  u)u.

C учетом линейности оператора Л запишем:

ф = а Л й  + ^Ли -  Ut + а (S -  u)i l  + ^ (S -  tl)u. (8)

Считая функцию и(х,  t ) достаточно гладкой и используя разложение в ряд Тейлора в окрестности 
точки (х, t ), получаем:

и (х  -  h , t ) -  2и ( x , t ) +  и (х  -  h , t ) „ h2 (4) , 4 ^
Ли = ---------------- hi----------------- = ^х + 1 2 ) + ^ (h4),

Ut = й— -  = 1  (и + Tu't + о (т2) -  и = -  Tu't + о (т2) j  = u't + О(т).

Обозначим = Lu и = il, запишем невязку:

ф = aLu + i^Lu -  ii + О (h2 + г) + а (S -  и )vl + ^ (S -  vl)u. (9)

Подставим ii = Lu + А и (S -  и) в уравнение (9), тогда приходим к следующему виду невязки: 

ф = i l ( a  +  ̂ -  1) -  Аи ( а  +  ̂) (S -  и) + а  (S -  и )ii + Р (S -  ii)u + О (h2 + т).

Далее примем а  +  ̂ -  1 = 0, тогда, используя разложение функции й  = и + О(т), имеем: 

f  = - А и (S -  и) + а (S -  и)и + Р (S -  и)и + О (h2 + т) =

= и ( - A S  + aS + f!S) + и2 (А - а  -  f!) + О (h2 + т).

Отсюда очевидно, что при выполнении условий

(10)
а  + г] = 1, 

а  + Р = А,  

погрешность аппроксимации
i  = 0  (h2 + т).

Таким образом, схема обладает первым порядком аппроксимации по г и вторым по h.
В статье [12] разностная схема (4) представлена в виде системы линейных алгебраических уравнений, 

решение которых осуществляется методом прогонки.
В рамках настоящей статьи не рассматривается вопрос об устойчивости построенного семейства 

разностных схем. По этой причине мы придаем существенную роль численному эксперименту, который 
будет описан далее.

3. В ы ч и с л и т е л ь н ы й  эк сп ер и м ен т . В этом разделе приведены результаты численного эксперимента 
для задачи (1) -  (3) для параметров Т = 4, А  = 1, S = 1 и различных сеточных значений.

Численная реализация производилась на языке Python. Результаты расчета сравнивались с точным 
решением, определенным по формуле [13]:

и(X, t) = ---------1-------2.
(1 + g1H 6x-5t/6)

Первый модельный пример выполнен для значений весовых коэффициентов а  = 0, 5, fS = 0, 5 и 
включает расчеты при количестве разбиений N  = 10, 50 по оси х  и количестве отрезков разбиения 
М  = 40,100,400 по оси t.

На рисунке 1 изображены графики точного (зеленым цветом) и численного решения (голубым 
цветом) в различные моменты времени: t1 = Т /4 (линия 1), t2 = Т /2 (линия 2), t3 = Т (линия 3) при 
N  = 10, М = 40.



Рис. 1. Численное и точное реш ения в различные моменты времени для а = 0, 5, ^  = 0, 5,N = 10, М  = 40 
Fig. 1. Numerical and exact solutions at various points in time for a = 0.5, ^  = 0.5, N  = 10, M  = 40

Как видно из рисунка, графики точного и численного решения совпадают. Кроме того, полученный 
графический результат соответствует поведению функции на границах интервала:

и ( 0 , t ) = 

и (1 , t )  =

1
(1 + е-5'/6)2 

1

1,

( 1 + g 1/Ve-5f/6) t-
1 .

В таблице 1 представлены результаты расчета абсолютных ошибок для первого примера. Сравнение 
абсолютных ошибок демонстирует, что предложенный метод позволяет добиться хорошей точности и 
на грубой сетке.

Таблица 1 
Table 1

Абсолютные ошибки в разные моменты времени для двух значений шага пространственной сетки
и трех значений шага временной сетки 

Absolute errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid spacing values
M Errort^ Errort2 Errort3

N=10
40 2.57065e-05 2.34178e-05 5.53951e-06
100 4.08557e-06 4.22129e-06 8.53315e-07
400 2.24928e-07 7.93971e-07 1.58376e-08

N=50
40 9.29992e-06 7.98158e-06 1.90455e-06
100 1.49558e-06 1.2847e-06 3.03764e-07
400 9.43145e-08 8.76976e-08 1.83649e-08

Таблица 2 содержит относительную погрешность численного решения, выраженную в процентах.

Таблица 2 
Table 2

Относительные ошибки в разные моменты времени для двух значений шага пространственной сетки
и трех значений шага временной сетки, %

Relative errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid spacing,%
M Errort^ Errort2 Errort3

N=10
40 0.00280051 0.00355238 0.00130186
100 0.000445089 0.000640349 0.00020054
400 2.45041e-05 0.000120442 3.72205e-06

N=50
40 0.00100039 0.00114312 0.000401929
100 0.00016088 0.000183995 6.41051e-05
400 1.01454e-05 1.25601e-05 3.87565e-06



В таблице 3 приведены  абсолютные погреш ности расчетов при количестве разбиений N  = 50 по оси х  
и количестве отрезков разбиения М  = 40,400,1000 по оси t и различны х значениях сеточных параметров 
а  и ^ .

Таблица 3 
Table 3

А бсолю тные ош ибки  в разн ы е м ом енты  врем ени для двух зн ачен ий  ш ага пространственной сетки
и трех зн ачен ий  ш ага врем енной  сетки 

Absolute errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid spacing values
M Errort^ Err or t̂ Errort3

= 0.7, p  = 0.3
40 0.000207816 0.000182228 6.30258e-05
400 1.99601e-05 1.74301e-05 6.06282e-06
1000 7.96264e-06 6.95561e-06 2.41838e-06

= 0.9,^  = 0.1
40 0.000405633 0.000358037 0.000125668
400 3.98215e-05 3.47889e-05 1.21221e-05
1000 1.59088e-05 1.38932e-05 4.83675e-06

= 1.5, p  = 0.7
40 0.000333032 0.000232901 2.75878e-05
400 3.46869e-05 2.25883e-05 2.60522e-06
1000 1.39021e-05 9.00973e-06 1.03895e-06

= 3 , ^  = - 3
40 0.00339879 0.0032342 0.00119964
400 0.00035967 0.00030966 0.000104345
1000 0.000143991 0.000123394 4.13592e-05

Результаты, представленны е в таблице 3, свидетельствуют о том, что используем ая разностная схема 
обладает порядком  аппроксим ации  не ниж е О (h2 + т).

В следую щ ем  м одельном  п рим ере расш и ри м  интервал  пространственной  перем енной . Будем  рас­
см атривать задачу:

ды ^2^
—  = — - + А и (S -  и), -2 0  < X < 20, 0 < t < T ,A ,S  > 0, 
dt дх2

и (-2 0 , t) = U1 (t), и (20, t ) = U2(t), 0 < t < T,

и (x, 0) = Mg(x ), -2 0  < X < 20.

Расчет произведем  для параметров Т = 4, А  = 1, S = 1, значений  весовых коэф ф ициентов а  = 0,5, ^  = 0, 5 
и количестве разби ен ий  N  = 200 по оси х  и количестве отрезков разбиения М  = 400 по оси t .

Рис. 2. Численное и точное реш ения в различные моменты времени 
для а = 0, 5, ^  = 0, 5, N  = 200, М  = 400, -2 0  < х < 20 

Fig. 2. Numerical and exact solutions at various points in time for a  =0.5, ^  =0.5, N  =200, M  =400, -2 0  < x <20



График демонстрирует, что численное решение совпадает с точным решением, имеющим профиль 
«бегущей волны». В таблице 4 приведены абсолютные и относительные ошибки численного решения на 
разных временах.

Таблица 4 
Table 4

Абсолютные и относительные ошибки в разные моменты времени для двух значений шага 
пространственной сетки и трех значений шага временной сетки 

Absolute and relative errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid
spacing values

M Err огр Erro Гр
Абсолютная ошибка

400 2.65924e-08 2.08158e-08 7.09457e-09
1000 2.78334e-08 2.17883e-08 7.42831e-09

Относительная ошибка
400
1000

2.65932e-06
2.78342e-06

2.08191e-06
2.17919e-06

7.09721e-07
7.43107e-07

4. З а к л ю ч е н и е .  В работе для численного решения начально-краевой задачи для квазилинейно­
го уравнения Ф-КПП предложена разностная схема, линеаризирующая рассматриваемое уравнение 
и имеющая порядок аппроксимации О (h2 + т). При решении методом прогонки системы линейных 
алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей число арифметических операций пропорци­
онально количеству узлов сетки, а значит, такая разностная схема является экономичной. Сравнение 
приведенных в статье результатов численного расчета на разных пространственно-временных сетках с 
точным решением подтверждает теоретический порядок аппроксимации, а также свидетельствует об 
устойчивости разностной схемы.
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