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Аннотация. Движение быстрой заряженной частицы в кристалле под малым углом к одной из плотно упакованных 
атомами кристаллографических осей с хорошей точностью описывается как движение в непрерывных потенциалах 
параллельных атомных цепочек, при котором сохраняется параллельная оси цепочки компонента импульса 
частицы. Финитное движение частицы в поперечной плоскости называется аксиальным каналированием и может 
квантоваться. В статье представлены полные каталоги найденных численно уровней энергии поперечного движения 
позитронов с энергиями 5 и 20 ГэВ, каналирующих в направлении (111) кристалла кремния, и соответствующих этим 
уровням волновых функций стационарных состояний. Дана классификация найденных состояний по неприводимым 
представлениям группы С3а.
Ключевые слова: каналирование, быстрые частицы, высокие энергии, позитроны, кремний, стационарные 
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Abstract. The fast charged particle’s motion in the crystal under small angle to one of the crystallographic axes densely 
packed with atoms can be described with high accuracy as the motion in the uniform potentials of the parallel atomic strings 
that conserves the particle’s momentum component parallel to the string axis. The finite motion in the transverse plane in 
this case is called the axial channeling and can be quantized. This paper presents the full catalogue of the transverse motion 
energy levels and the corresponding wave functions computed numerically for the positrons with energies of 5 and 20 GeV 
channeling in the (111) direction of the silicon crystal. The classification of these stationary states according to irreducible 
representations of the C3a group is given.
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1. В в е д е н и е . Б ы страя заряж ен н ая  частица, дви ж ущ аяся  в кристалле вблизи  одной  из плотно 
упакованны х атом ам и кристаллограф ических осей, м ож ет захваты ваться в образованную  этим и  осями 
потенциальную  яму, соверш ая ф инитное движ ение в плоскости, перп ен ди кулярн ой  соответствую щ ей 
оси, и аном ально глубоко проникая в кристалл. Такое явление назы вается аксиальны м  каналированием . 
Оно бы ло п редсказано  н а  основе чи слен н ого  м од ели рован и я  в [?]; последую щ ие теоретические и 
эксперим ентальны е исследования отраж ены  в м ногочисленны х м онограф иях и обзорах (см., наприм ер,
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[?, ?, ?, ?]). Д виж ение частицы  в реж им е аксиального каналирования с хорош ей точностью  м ож ет быть 
описано как движ ение в непреры вном  потенциале атомной цепочки, то есть в потенциале, усредненном  
вдоль оси цепочки [?]. В таком потенциале сохраняется продольная ком понента им пульса частицы  , и 
задача о движ ении  частицы  сводится к двум ерной  задаче о движ ении  в поперечной  плоскости (х, у ).

П ри д ви ж ен и и  п олож ительно заряж ен н ы х  части ц  (для определенности  — позитронов) вблизи  
н ап р авл ен и я  (111) кристалла крем н и я ф и н и тн ое дви ж ен и е в п оп еречн ой  плоскости  происходит в 
неглубокой потенциальной яме (рис. 1), образованной отталкиваю щ им и непреры вны м и потенциалам и 
трех ближ айш их соседних атом ны х цепочек (111) [?, ?]:

и ( х ,  у) = и (1) (х, у -  а^Чъ) + и (1) (х + а/2 , у + а/2л1з) + U (1) (х -  а/2 , у + а/2л1з) -  7.8571 эВ, 

где потенциальная энергия частицы  в поле уед и н ен н ой  атом ной цепочки  принята равной  [?]

PR2
и  (1)(х ,у )  = Uoln 1

X2 + у 2 + aR 2

(1)

(2)

(где и 0 = 58.8 эВ, а  = 0.37, ^  = 2.0, R = 0.194 Л), а = /V 6  ~ 2.217 Л( где — основной период кристалла 
крем ния, то есть период цепочки (100)), а константа выбрана таким  образом, чтобы потенциал в центре 
треугольника был равен  нулю. Глубина ц ентральной  ям ки  (точнее, высота седловой точки  потенциала 
(??)) составляет приблизительно

Usaddle = 0.3278 эВ. (3)

Рис. 1. Слева: проекция решетки кристалла типа алмаза на плоскость (111). Справа: линии уровня потенциала (??);
вблизи начала координат видна потенциальная ямка 

Fig. 1. Left: Projection of the diamond-like lattice on the (111) plane. Right: equipotentials of (??); the small potential pit is seen
near the origin of coordinates

С остояния п оперечного  дви ж ен и я релятивистского  п о зи тр о н а в п отен ц и але (??) будут описы ваться 
двум ерны м  уравнением  Ш рёдингера, в котором  роль м ассы  частицы  играет парам етр Ez/с 2 [?], где

=Е, ^  т 2С■4 + р |с 2 == const ~  Е. (4)

Ч исленны й метод, позволяю щ ий найти уровни энергии Е± и волновы е функции стационарны х состояний 
в ям е (??), подробно описан в [?, ?].

2. К л а с с и ф и к а ц и я  с т а ц и о н а р н ы х  с о с т о я н и й  и  в ы б о р  з а т р а в о ч н ы х  ф у н к ц и й . П отенциал (??) 
обладает сим м етрией равностороннего треугольника. Из теории групп известно (см., наприм ер, [?]), что 
такая сим м етрия описывается группой С3д , элем ентам и которой являются тождественное преобразование 
I, повороты  R и R2 (на у глы  2ж/3  и 4ж/3, соответственно), отраж ение в «вертикальной»  плоскости  Р, 
а такж е ком б и н ац и и  PR и PR2. Эта груп п а им еет два одн ом ерны х  н еп р и в о д и м ы х  пред ставления А 1 
и А2 и одно двум ерное н еп ри води м ое п редставление Е, по которы м  будут классиф ицироваться все 
стационарны е состояния частицы  в ям е (??).

Для чи слен н ого  нахож ден и я уровн ей  эн ерги и  и волновы х ф ун кц и й  стац и он арн ы х  состояний, 
относящ ихся к вы бранном у представлению , наш ем у алгоритм у требуется задать затравочную  функцию, 
относящ ую ся к том у ж е представлению . Графики таких ф ункций  представлены  на рис. 2.



Рис. 2. Затравочные волновые функции, образующие базисы неприводимых представлений группы С30 
Fig. 2. Initial waveforms with specific symmetry that are the bases of the irreducible representations of C3o group

Ф ункция ^ >, остаю щ аяся н еи зм ен н о й  п р и  всех преоб разован и ях  си м м етри и  треугольника, об­
разует базис н еп риводим ого  п редставления A i . Ф ункция ^ ^ , м еняю щ ая знак  п ри  преобразованиях, 
содерж ащ их отраж ение, преобразуется по  н еп р и в о д и м о м у  п редставлению  А 2 . П ара ф ун кц и й   ̂ и 

представляю т собой вещ ественную  и м н и м ую  части  ф ун кц и й , составляю щ их базис двум ерного  
неприводим ого представления Е:

(5)

Эти ф ункции переходят друг в друга при отражениях, а при поворотах приобретают фазовый множитель. 
Соответствую щ ие им  уровни  энергии будут двукратно вы рож дены .

3. С т а ц и о н а р н ы е  с о с т о я н и я  п о п е р е ч н о г о  д в и ж е н и я  к а н а л и р о в а н н о г о  п о з и т р о н а  с э н е р г и е й  
5 ГэВ. Из квазиклассических соображ ений следует (см., наприм ер, [?, ?, ?]), что число уровней  энергии 
в п отен ц и альн ой  ям е возрастает с ростом  эн ерги и  продольного  д ви ж ен и я (??), в двум ерн ом  случае — 
линейно. Результаты  вы полненного нам и численного м оделирования показываю т, что для позитронов 
с Ez = 5 ГэВ в яме (??) не будет ни  одного связанного  состояния, относящ егося по своим  свойствам  
сим м етрии  к представлению  А 2 группы  С3о (характер сим м етрии  состояний этого ти п а  таков, что даже 
наинизш ее из них обладает тремя ли н и ям и  узлов, что соответствует достаточно высокой кинетической 
энергии). Н айденны е значения энергии поперечного движ ения стационарны х состояний, отосящ ихся к 
представлениям  А \  и Е, перечислены  в таблице 1.

Т аблица 1 
Table 1

Уровни энергии  поперечного движ ения (в эВах) позитрона с Ez = 5 ГэВ в яме (??) 
Transverse m otion energy levels (eV) for the Ez = 5 GeV positron  in the well (??)

0.08241 0.23490 0.32324

E 0.16267 0.24409 0.30827



На рис. 3 представлены графики волновы х функций, соответствующих уровням  энергии из таблицы  1, 
относящ иеся к типу сим м етрии А \  (верхний ряд), Еяе (средний ряд) и Eim (ниж ний ряд). Белой лин и ей  на 
каж дом  графике отм ечена граница разреш енной  для движ ения с точки зрения классической м еханики 
области, определяем ая уравнением  U (х, у) = Е± .

к -  ЛП В; Л ,!ТИ И «1 .Л ), i; -H J U U .I l

Рис. 3. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с Ez = 5 ГэВ в потенциале (??) 
Fig. 3. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the Ez = 5 GeV positrons in the potential (??)

4. С т а ц и о н а р н ы е  с о с т о я н и я  п о п е р е ч н о г о  д в и ж е н и я  к а н а л и р о в а н н о г о  п о з и т р о н а  с э н е р г и е й
20 ГэВ. Ч исленно н ай д ен н ы е дл я  этого случая уровн и  эн ерги и  п оперечного  д в и ж ен и я  п ри веден ы  в 
таблице 2.

Таблица 2 
Table 2

У ровни энергии  поперечного движ ения (в эВах) позитрона с Ez = 20 ГэВ в ям е (??)
Transverse m otion energy levels (eV) for the Ez = 20 GeV positron  in  the well (??)

^1 ^2 E
0.04123 0.08195
0.12070 0.12305
0.16421 0.16477 0.15983
0.19702 0.19915

0.20625
0.23742 0.23994 0.23437

0.24817
0.26969 0.27127
0.29014 0.29012 0.27878
0.30581 0.30440

0.31295 0.31807

Г раф ики соответствую щ их им  волновы х ф ун кц и й  п редставлены  н а рис. 4 (тип си м м етри и  A i), рис. 5 
(тип си м м етри и  А 2), рис. 6 (тип си м м етри и  Еяе) и рис. 7 (тип си м м етри и  Eim). Н етрудно заметить, что



структура волновы х ф ун к ц и й  н аи н и зш и х  энергетических  состояний  совпадает с таковой  для случая 
Ez = 5 ГэВ (ср. рис. 3).

Рис. 4. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с Ez = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии А 1 

Fig. 4. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to A 1 type of symmetry
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Рис. 5. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с Е^ = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии А 2 

Fig. 5. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the E^ = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to A 2 type of symmetry

5. З а к л ю ч е н и е . В работе представлены  уровни энергии поперечного движ ения и соответствую щ ие 
им  волновы е функции позитронов с энергиям и 5 и 20 ГэВ, движ ущ ихся в реж име аксиального каналиро­
вания вблизи  н ап равлен и я  (111) кристалла крем ния. И нтерес к д ан н ой  задаче связан  с возмож ностью  
исследования проявлений квантового хаоса в структуре волновы х функций [?, ?]. Подробное обсуждение 
особенностей  волновы х ф ун кц и й  кан али рован н ы х позитронов  в условиях  д ан н о й  задачи  см. в статье 
[?], где, в частности, п риведен  п олн ы й  набор стационарны х состояний к ан али рован н ы х позитронов с 
энергией 6 ГэВ. О тметим также методическую  ценность задачи нахож дения собственных значений  и соб­
ственны х ф ункций двумерного гам ильтониана. И сследование такого «двумерного атома» сущ ественно 
дополняет стандартны й набор задач курса квантовой м еханики  [?].
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Рис. 6. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии £^g 

Fig. 6. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the Ez = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to E^g type of symmetry

Рис. 7. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с Е^ = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии E j^

Fig. 7. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the Ez = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to Elm type of symmetry
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