
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4 465

МАТЕМАТИКА 
MATHEMATICS

УДК 514.76
DOI 10.18413/2075-4639-2019-51-4-465-474

З О Л О ТО Е  С ЕЧ ЕН И Е В Г Е О М Е Т Р И И  /^-ЭЙ Н Ш ТЕЙ Н О ВЫ Х  
С У Б Р И М А Н О В Ы Х  М Н О ГО О Б Р А ЗИ Й  С N -С В Я З Н О С Т Ь Ю  

G O LD EN  R A TIO N  IN G E O M E T R Y  OF r^-EINSTEIN S U B -R IE M A N N IA N  
M A N IFO LD S W IT H  N -C O N N E C T IO N  

C .B . Галаев 
S.V . Galaev

Саратовский национальный исследовательский государственный 
университет им. Н.Г. Чернышевского,

ул. Астраханская, 83, Саратов, 410012, Россия

National Research Saratov State University named after C.N. Chernyshevsky,
83 Astrahanskaya St, Saratov, 410012, Russia

E-mail: sgalaev@mail.ru

Аннотация
Вводится понятие специального субриманова многообразия (S-многообразия). S- 
многообразие — это субриманово многообразие М  контактного типа с заданной на нем 
ассоциированной связностью относительно которой структурный эндоморфизм Ф 
многообразия М, определяемый равенством ш{х,у) =  д{Ч>х,у), ковариантно постоя­
нен. Доказывается, что S-многообразие является /]-Эйнштейновым многообразием то­
гда и только тогда, когда оно /]-Эйнштейново относительно связности V ^, где N-  
эндоморфизм N : D ^  D  распределения D  многообразия М  такой, что =  0. В
качестве примера эндоморфизма, удовлетворяющего условию =  О, рассматривает­
ся эндоморфизм N =  1 /, удовлетворяющий тем самым соотношению N'  ̂ =  iV + 1.

Abstract
The paper deals with a sub-Riemannian manifold M  of contact type with a given associated 
connection V^. Additionally it is assumed that the structure endomorphism Ф defined by 
the equality ш{х,у) =  g{4>x,y) is covariantly constsnt with respect to the connection 
The obtained sub-Riemannian manifold is an analog of a Sasaki manifold. It is proved that 
the manifold M  is r^-Einstein if and only if it is r^-Einstein with respect to the connection V^, 
where iV : _D —> _D is an endomorphism of the distribution D  of the manifold M  such that 

=  0. Let Г] be a 1-form defining the distribution D  of the manifold M.  If rk{d'q) =  2p, 
2p < n — I, 2p ^  0, where n is the dimension of the manifold M,  on the sub-Riemannian 
manifold may be defined in a natural way an endomorphism N  satisfying =  N + 1  that is 
called a golden affinor structure. It is shown that the endomorphism N  is covariantly constant
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with respect to the connection V^. As the central example, is considered the distribution 
-D of a sub-Riemannian manifold M  with zero Schouten tensor. The distribution D  of the 
manifold M  is itself a sub-Riemannian manifold with a golden affinor structure.
Ключевые слова: субриманово многообразие, внутренняя связность, ассоциирован­
ная связность, N-связность, Г]-Эйнштейново многообразие, золотое сечение.
Keywords: sub-Riemannian manifold; interior connection; associated connection; N- 
connection; r^-Einstein manifold; golden ration.

1. Введение

Субримановым многообразием контактного типа называется риманово многообра­
зие М  размерности п, оснащенное субримановой структурой {М,^,г], д), где г] л  ̂
1-форма и единичное векторное ноле, порождающие, соответственно, ортогональные 
между собой распределения D  и D- .̂ На многообразиях с почти контактной метриче­
ской структурой наряду со связностью Леви-Чивита рассматривают связности с кру­
чением [Галаев 2016; Гордеева 2009; Agricola 2015; Agricola 2014]. Эти связности могут 
быть как метрическими, так и неметрическими. Как правило, выбор подходящей связ­
ности связан с возможными нриложениями почти контактных метрических структур 
в теоретической физике. В конце статьи предлагается краткий обзор наиболее часто 
используемых связностей с кручением. Субриманово многообразие является обобще­
нием почти контактного метрического многообразия. На субримановом многообразии 
контактного типа определяется структурный эндоморфизм Ф с помощью равенства 
ш{х,у)  =  5'(Фж,у). Если почти контактное метрическое многообразие представляет со­
бой интерес как обобщение поверхности эрмитова пространства, то мотивация к ис­
следованию субриманова многообразия вызвана необходимостью построения матема­
тических моделей в задачах теории управления и неголономной механики. Различие в 
происхождении почти контактных метрических многообразий и субримановых много­
образий проявляется в выборе связностей, задающих параллельный перенос на много­
образиях. Для почти контактных метрических многообразий, образующих специальный 
класс римановых многообразий, естественным является выбор связности Леви-Чивита. 
В геометрии субримановых многообразий используются связности, обеспечивающие па­
раллельный перенос допустимых векторов вдоль допустимых кривых. В работах автора 
соответствующие связности определяются парой ( V , N),  где V  — внутренняя метриче­
ская связность, а. N : D ^  D  — подходящий эндоморфизм распределения D. В случае 
субриманова многообразия естественно положить iV =  Ф. В настоящей работе изу­
чаются два эндоморфизма N, естественным образом возникающих на субримановом 
многообразии М  : структурный эндоморфизм Ф и эндоморфизм N, удовлетворяющий 
полиноминальному соотношению: =  iV + 1. Следуя устоявшимся традициям [Falcon
2009, Falcon 2008], будем называть эндоморфизм, удовлетворяющий последнему соот­
ношению, золотой аффинорной структурой. В случае нулевого эндоморфизма {N =  0) 
N-связность получает название ассоциированной (с внутренней связностью) связности 
и обозначается [Букушева 2017, Bukusheva 2011]. На изучаемое в работе субри­
маново многообразие М  накладываются определенные ограничения. Нри этом много­
образие М  получает название специального субриманова многообразия, или, короче — 
S-многообразия. В качестве примера S-многообразия рассматривается распределение D 
субриманова многообразия с заданной на нем продолженной субримановой структурой.
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2. Основные сведения о специальных субримановых многообразиях

Пусть М  — риманово многообразие размерности п с заданной на нем субримановой 
структурой д, D),  где г] и  ̂ 1-форма и единичное векторное ноле, порожда­
ющие, соответственно, ортогональные между собой распределения D  и D^.  Обычно 
исследование субримановых многообразий начинают с собственно субримановой струк­
туры {M,^,r],g,D),  переходя затем к структуре риманова многообразия, полагая, что 
 ̂— единичное векторное поле и распределения D  и ортогональны между собой.

Внутренней линейной связностью V  [1-3 Букушева 2019] на субрпмановом многооб­
разии называется отображение V  : Г(Д) х T{D)  —> Г(Д), удовлетворяющее следующим 
условиям:

1)' /̂1Ж+/2?7 f l^X  +  /2 ^  У)

2 ) V , f y = { x f ) y  +  f V , y ,

3)V^(y +  z) =

где r(_D) — модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой точке 
принадлежащих распределению D). Известно [Галаев 2016; Галаев 2017; Галаев 2001], 
что на субрпмановом многообразии существует единственная внутренняя связность V  с 
нулевым кручением, такая, что у) =  0. Крученпе внутренней линейной связности
S но онределенпю полагается равным

S (х, у) =  Угу -  -  Р[х,у\,

где Р  : Т М  D — проектор, определяемый разложением Т М  =  D (В D- .̂
Тензорное поле, заданное на многообразии М,  будем называть допустимым (к рас­

пределению D),  если его значение в каждой точке многообразия обращается в нуль, 
еслп среди аргументов встречаются г] пли Любое тензорное поле, не являющееся 
обязательно допустимым, будем называть голономным полем.

Дополнительно предположим, что rk{dr]) =  2р, О < 2р < п — 1. Пусть К  — интегри­
руемое распределение, равное ядру формы ш =  dr]. Помимо разложения Т М  =  D (В D-  ̂
на многообразии М  возникает разложение Т М  =  L ® ® D^, где =  К  Г) D, а
L — ортогональное ему подраспределенпе распределения D  [Галаев 2017]. Кроме того, 
нам понадобятся разложения L =  L © D- ,̂ К  =  L-̂  (В D- ,̂ Т М  =  L ® К. С помощью 
последнего разложения определяются проекторы h : T M ^ L , v : T M ^  К.

Пусть N : D ^  D — фиксированный эндоморфизм распределения D. Линейной 
связностью (короче, N-связностью) называется линейная связность с кручением 
S{x, у), однозначно определяемая следующими условиями [Bukusheva 2011; Galaev 2018; 
Galaev 2015]:

1) 5 ( f ,y )  =  2uj { x ,^ i  +  r ] { x ) Ny -  r]{y)Nx, x , y , z  e  Г(ТМ ),
2) V^g{y,z )  =  0, x , g z e r { D ) ,

3) V ^ e  =  0, f  G r ( T M ) ,
4) V^r] =  0 , x e r { T M ) .
в  случае нулевого эндоморфизма N-связность будем называть ассоциированной 

связностью и обозначать
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Будем называть многообразие М  специальным субримановым многообразием (или, 
короче — S-многообразием), если выполняются следующие условия:

1) распределение L =  L ® — интегрируемо;
2 ) тензорное поле ^{х, у , ^ =  vzg{hx, hy) — g{h[vz, hx], hy) — g{h[vz, hy\, hx) обраща­

ется в нуль;
3) структурное поле эндоморфизма Ф ковариантно постоянно относительно ассоци­

ированной связности: =  0 .
Тензорное поле /х(ж, у, z), по-видимому, впервые использовалось в работе [Bejancu 

2 0 1 2 ].
Пример S-многообразия. Пусть М  =  Е®. (5„) {а =  1,..,5) — стандартный базис 

арифметического пространства. Определим на М  1-форму г], полагая, г] =  dx  ̂+ x ‘̂ dx .̂ 
Пусть ё\ =  д\ — х^д .̂ Зададим на М  метрический тензор д, полагая, что векто­
ры (v^eTi, л/2 5 2 , л/25з, л/254, л/2д )̂ образуют ортонормированный базис. Положим: L =  
S'pan{ei,d2), =  З'рап{дз, 84) .  Учитывая равенство [6 1 ,^2] =  д ,̂ заключаем, что распре­
деление L =  L©_D-*“ интегрируемо. Два других входящих в определение S-многообразия 
свойства также проверяются непосредственно.

Карту К{х° ‘) {а, /3, 7  =  1,..., щ А , В , С  =  1,..., п — 1; а, 6 , с, е =  1,..., 2р; i, j, к =  2р +  
1, 1) многообразия М  будем называть адаптированной к распределению D , если

1 ) дп =
2 ) r(L^) = <  д, >;
3) r(L ) = < д а , д п > .
Векторные поля h{da) =  еа =  да — порождают систему L : L =  Spanica)- Таким 

образом, мы имеем на многообразии М  неголономное поле базисов {са) =  {ёа,дг,дп)- 
Пепосредственно проверяется, что [ёа,ёь] =  2шьадп- Условие  ̂ Е кегш влечет справед­
ливость равенства =  0. Пз определения S-многообразия следует, что дпдаЬ =  О,
digab — 0 .

Использование адантированных координат не только упрощает доказательство тео­
рем, но и в ряде случаев позволяет лучше понять строение изучаемых объектов.

Пусть V  — связность Леви-Чивита и — коэффициенты связности V.

Предложение 1 [Букушева 2017; Галаев 2016; Галаев 2001]. Коэффициенты связ­
ности Леви-Чивита субриманова многообразия в адантированных координатах имеют 
вид:

^АВ =  ^АВ, =  ^ВА -  Слв, Г 1  =  =  С^ +  =  VI, =  О,

^ в с  =  ipBQcD +  ёсдв в  — ёв д в с ), Фа =  9^'^‘̂ а с , Сав =  \дпдАв, СЦ =  д^^Сдс-
Пусть, далее, F  — поле допустимого эндоморфизма, определяемое разложением 

D =  L ® таким образом, чтобы все векторы пространства L отвечали собствен­
ному значению Л =  1, а векторы — собственному значению Л =  — 1. Пз условий, 
входящих в определение S-многообразия, вытекает следующее предложение.

Предложение 2. Поле эндоморфизма F ковариантно постоянно относительно ас­
социированной связности: =  0.

Пусть /  — тождественное преобразование распределения D, =  0. Эндоморфизм 
N =  \/bFf2 +  1/2 является допустимым эндоморфизмом, удовлетворяющим соотноше­
нию =  N +  1. При этом равенство =  О влечет равенство =  0.

Ранее автором были введены понятия допустимого интегрируемого тензорного поля
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и (допустимого) почти пормальпого тензорного поля [Galaev 2015]. Допустимое тензор­
ное поле t называется почти нормальным, если =  0 .

Коэффициенты связности обозначим символами G'i . Из определения N-
связности следует, что ненулевые коэффициенты связности V  в адаптированных ко­
ординатах получают следующее представление:

G bc =  ^g^^i^BgcD +  ecQBD -  евдвс), =  N^.

Теорема 1. Пусть t — почти нормальная аффннорная структура, заданная на S- 
многообразнн. Тогда найдется атлас адаптированных карт, относительно которых ком- 
ноненты эндоморфизма t постоянны.

□  Равенство =  О сводится в адаптированных координатах к равенствам V =  
dAte +  =  дпЬв- Равенство длЬв +  ~  (с учетом
дп9 АВ =  О и =  0) можно интерпретировать как равенство, заданное относительно
голономной карты. Таким образом, для доказательства теоремы достаточно воспользо­
ваться следующим утверждением: аффннорная структура интегрируема тогда и только 
тогда, когда существует сохраняющая ее связность без кручения. ■

Понятие г^-Эйнштейнова многообразия введено Окумурой [Гордеева 2009]. г]- 
Эйнштейновым многообразием названо многообразие Сасаки с тензором Риччи г, име­
ющим следующее строение: г =  ад +  brj ® г], а, Ь G Ж. Позже понятие г^-Эйнштейнова 
многообразия было перенесено на более широкий класс почти контактных метрических 
многообразий. В настоящей работе изучаются г]-Эйнштейновы субримановы многообра­
зия. Приводится описание таких многообразий в терминах N-связности. Коэффициенты 
связности обозначим символами

Пепосредственно проверяется справедливость следующей теоремы.
Теорема 2. Линейная связность V ^ , заданная на S-многообразпп, является метри­

ческой в случае, когда N  =  и неметрической, когда N  =  + 2 '̂
Используя адаптированные координаты, убеждаемся в справедливости следующего 

предложения.
Предложение 3. Для связности Леви-Чивита V  и N-связности выполняются 

следующие соотпошепия:

=  V ^ y -  v { x ) V y i -  v { y ) ^ y i + ‘̂ { x , M  +  v{x )Ny.

Пусть R{x,y)z,  K{x ,y )z ,  x , y , z  E F(TM ), тензоры кривизны связностей V, со­
ответственно.

Вычислим необходимые для дальнейшего ненулевые компоненты тензоров R{x,y)z,

fE,

K{x,y)z . Имеем:
^АВС =  RSbc +  ‘
RauC =  +  '
R%n =  2 V|^®g|.
f)A^nCB =  - V c ' I ' i
1{A^nCB =  - V c w i ,
^ABC tdD — ^ABC'
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Здесь +  2 Г^||^||Г|р — компоненты тензора кривизны Схоутена
1-3], определяемого равенством

R{x,y)z  =  V x ^ y Z -  V y V x Z -  -  P [Q [f,^ ,z ],

где Q =  1 -  P.
Заметим, что дп^лс =  0, т. к. duj =  Q.
Пусть r{x, у), к{х, у) — соответствующие тензорам R{x, y)z, К{х,  y)z тензоры Риччи. 

Назовем субриманово многообразие /^-Эйнштейновым многообразием, если выполняет­
ся равенство

г =  ад +  hq <S)'q, a,b e R.

Теорема 3. Пусть М  — S-многообразие. Тогда М  является субримановым г]- 
Эйнштейновым многообразием тогда и только тогда, когда М  — rj-Эйнштейиово мно­
гообразие относительно связности V ^.

□  Вычислим компоненты тензоров Риччи к, г в адаптированных координатах. Име­
ем:

Гас =  клс, гАп =  ГпА =  — VБФ;д, Гпп =  f̂ An =  о, кпА =  — кпп =  0.
Пусть М  — субриманово /]-Эйнштейново многообразие. Пз равенства г =  ад +  Ьг] (8) г] 

следует, что
ГАп =  ГпА =  - V b '^a =  О-

Пз полученного выше равенства кпА =  следует, что клп =  к„А =  0. В свою
очередь, воспользовавшись равенством кпп =  О, мы можем записать верное равенство 
кпп =  cig{dn, дп) — drj{dn)Ti{dn)■ Что и доказывает первую часть теоремы.

Пусть М  — субриманово многообразие, являющееся /^-Эйнштейновым многообрази­
ем относительно связности :

к =  ад +  Ьг] Г].

В этом случае кпА =  =  0. Если =  Ь, Ь Е Ш, то справедливо следующее
равенство

Гпп =  Ь =  ад{дп, дп) +  {Ь -  a)r]{dn)ri{dn)■

Так как г ас =  к ас , окончательно получаем

г =  ад +  {Ь — a)'q 0 /7. ■

3. Распределение субриманова многообразия с продолженной структурой

Приведем еще один пример S-многообразия. Пусть D  — распределение субриманова 
многообразия нулевой кривизны [Букушева 2017; Галаев 2009; Bukusheva 2011]. Вектор­
ные поля {ба =  да-Т '^дп-Т ’’̂ с^'^+^дп+ь,дп,дп+а) =  (Л ) {а,Ь,с= l , . . . , n - l ; i , j , k  =  2 п - 1 ) 
определяют [Bukusheva 2011] на распределении D  как на гладком многообразии него- 
лономное (адаптированное) поле базисов, а формы (dx“ , 0 "  =  dx^ +  0 "+“ =

— соответствующее поле кобазисов. Пмеют место следующие струк­
турные уравнения [Bukusheva 2011

Sa,dn]=X^+<^dnVl,dn+c,
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^ai д'п+Ь — ^аЬ^п+с-
Определим на многообразии D  метрику д, подчиняющуюся равенствам:

=  д{^,У), =  д{х%дп) =  0 .

Нетрудно установить справедливость следующего предложения.
Предложение 4. Многообразие D  с заданной на нем метрикой д оснащено струк­

турой S-многообразия.

Замечание 1. Задавая надлежащим образом эндоморфизм N : D ^  D,  получаем 
следующие классы N-связностей для случая почти контактных метрических многооб­
разий:

1) Связность Бежанку с нулевым эндоморфизмом N =  0. Бежанку опреде­
ляет связность на почти контактном метрическом многообразии с помощью фор­
мулы V fy  =  V gy — rj{x)V^^ — rj{y)V^^ +  (о; +  c){x,y)^.  В адаптированных коорди­
натах отличными от нуля компонентами связности являются Г£“ =  =
Xgad̂ ĝ gcd — еадьс))- В случае многообразия Сасаки тензор кривизны связно­
сти Бежанку совпадает с тензором кривизны Схоутена. Построенная Бежанку связ­
ность, вообще говоря, не является метрической. Так как V^gab =  дпЯаЬ-, то метричность 
связности Бежанку эквивалентна К-контактности контактной метрической структуры. 
N-связность на многообразии с почти контактной метрической структурой с за­
данным эндоморфизмом N : D ^  D  может быть определена с помощью равенства 
V ^ y =  V §y  +  v{x)Ny.

2) Связность Танака-Вебстера определяется как единственная связность, удо­
влетворяющая следующим условиям:

1) V^^r] =  О,
2) =  О,
3) V ^ ^ g  =  О,

4) 3 { х , ^  =  2 ш { х , т , х , у е Т { П ) ,

5) S{i, ̂х) = ~̂S{i,x), X е Г(ТМ).
Связность является N-связностью в случае, когда N =  С.
3) Связность Схоутена-ван Кампена определяется с помощью равенства: =  

( у +  {'^хУ"Т? где ^  =  ру, у" =  Qy. Непосредственно проверяется, что связность 
Схоутена-ван Кампена является N-связностью для случая, когда N =  С — Lp.

4) (/^-связности исследовались в работе [3]. Для К-контактных метрических про­
странств (/^-связность совпадает со связностью Схоутена-ван Кампена.

Замечание 2. В настоящее время продолжают активно изучаться почти контакт­
ные метрические многообразия с четверть симметрической связностью. Указанные в 
замечании 1 связности в весьма частном случае, когда dr] =  О, являются четверть сим­
метрическими связностями.

Заключение

Настоящая работа вносит определенный вклад в развитие геометрии многообразий 
Римана-Картана [Гордеева 2009; Agricola 2015, 2014], находящей применение в теории
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гравитации Эйнштейна-Картана. Под многообразием Римаиа-Картаиа понимается ри- 
маново многообразие с линейной связностью, обладающей ненулевым кручением. Весь­
ма интересной представляется задача классификации N-связностей в зависимости от 
свойств соответствующих им эндоморфизмов N : D ^  D. Отдельный интерес пред­
ставляет изучение N-связностей в случае, когда эндоморфизм N : D ^  D  принадле­
жит классу металлических или других подобных структур [Falcon 2009, 2008; Goldberg 
1970].

В предлагаемой статье впервые при исследовании субримановых многообразий рас­
сматривается допустимая аффинорная структура, ассоциированная с золотым сечени­
ем. Рассматриваемая структура, как легко проверить, совместима с метрическим тен­
зором: g{Nx, у) =  д{х, Ny).
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