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Аннотация
Рассматривается задача оценки производной конформно отображаюгцей функции в областях 
с границей тина Лаврентьева. Решение данной задачи тесно связано с хорошо известными 
свойствами функций тина ВМОА. Полученные результаты и используемый метод доказатель
ства могут быть использованы при оппсаппи характеристик весовых пространств измеримых 
и аналитических функций на произведениях областей с указанными тинами границ.

Abstract
We considere the problem of estimating the derivative of a conformal mapping function in domains 
with Lavrentiev type boundary. The solution of this problem is closely related to the well-known 
properties of BMOA type functions. The results obtained and the method of proof can used to 
describe the characteristics of the weight spaces of measurable and analytic functions on the products 
of domains with specified types of boundary.
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1. Введение

В теории функций комплексного переменного хорошо известна задача, связанная с рас
смотрением свойств пространств аналитических в некоторой области функций в зависимости 
от характеристик на границу данной области.

Указанные свойства имеют непосредственное выражение, в том числе, и в виде различ
ных оценок функции, конформно отображаюгцей единичный круг S' =  { z e C : | z | < l } n a  
изучаемую область.

Так, достаточно вспомнить хорошо известные п справедливые в произвольной области ком
плексной плоскости оценки Кебе, оценпваюгцпе модуль производной функции ip, конформно
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отображающей единичный круг S на некоторую односвязную область G, через расстояние до 
границы области d [Голузин, 1966]:

ld{(p{z),dG) 
4 1 -  UI

< V'{z) <  4
d{(p{z),dG)

Встает вопрос о возможности получения аналогов данных оценок, необходимость исполь
зования которых возникает в тех или иных классических задачах, например, в задачах постро
ения ограниченных проекторов и базисов в пространствах аналитических функций в областях 
с границами того или иного типа.

Рассмотрим С -  некоторую односвязную область на комплексной плоскости С. Обозначим 
H{G) -  множество всех аналитических функций в области С. Напомним, что пространство 
Харди Я^, О < р < оо, [Duren, 1970] определяется как множество функций /  € H{S), для 
которых

d e fЯР =  sup Мр{г, / )  < оо,
0 < г < 1

где для О < г < 1

Mp{r,f)  =
2тг 1/р

2тг d9 {О < р < о о ) ]  Моо{г, / )  =  sup /(ге*^)
e&R

Пространство ВМОА состоит из тех функций /  € Н^, граничные значения которых имеют 
ограниченную среднюю осцилляцию на единичной окружности T[John, Nirenberg, 1961]:

sup
|а|<1

z d 
1 +  CiZ J

-  fia),

где II' 11̂ определена как норма пространства Н^.
Пространство VMOA является замыканием многочленов по ВМОА-норме [Sarason, 1975]. 
Напомним также онределения некоторых классов кривых. Пусть класс (С) есть класс кри

вых Г на комплексной плоскости, состоящих из конечного числа гладких дуг (Г^), в точках
стыка W j ,  j  =  l,n,  образующих внутренние углы — , -  < a j  < +oo , j  =  1,п, [Дзядык, 1977, с.(ij 2
386].

Класс (А) есть класс асимптотически конформных кривых Г на комплексной плоскости, 
если справедливо

1л{5 ) =  sup
wi,w2 € dG
\wi -W 2 \ < 6

/
sup ■ 
wer \

W I  —w\ +  \W2 — w\ 
\W2 -  Wl\

— 1 I —у 0, 5 —у о.

где Г' -  кратчаЙЕпая дуга на границе Г =  0G, соединяющая точки Wi,W2 (см. [Альфорс, 1969], 
для примера, и имеющуюся там литератруру).

Пусть также класс (L) есть класс таких кривых Г (кривых Лаврентьева), для которых 
l{w\,w2 ) < c\w\ — W2 \, где W\,W2 -  произвольные точки на Г, l{w\,w2 ) -  длина кратчайшей 
дуги Г' на кривой Г, соединяющей точки W\,W2 ( [Альфорс, 1969; Гарнетт, 1984, с. 280]).

В ряде работ автора [Ткаченко, 2009 а,б; Tkachenko, 2009; Шамоян, 2013; Shamoyan, 2015; 
Махина, 2015; 2017; 2018] показано, что интегральные оценки модуля производной конформно 
отображающей функции тесно связаны с характеристиками границ рассматриваемых обла
стей, которые, в свою очередь, определяются свойствами тех или иных классов аналитических 
функций.
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Данные вопросы широко освещаются в работах как отечественных (см., нанример, [Некар
ский, 2001, и литературу там], так и зарубежных ученых (см., нанример, [Galanopoulos et al., 
2011, и литературу там].

Так, нанример, в областях с кусочно-гладкими границами класса (С) [Дзядык, 1977] одним 
из свойств модуля производной конформно отображаюЕцей функции в окрестности угловой 
точки являются неравенства

, - L - l
c i z - i r ^  <

, - L - l
<C2 Z - 1 Cl > 0 , C2 > 0 ;

в областях с асимптотически конформными границами класса (А) [Pommerenke, 1978] приме
няются свойства функций класса VMOA, нринпмаюгцпе следуюгцпй вид:

1 - 0 .

Указанные свойства классов (С) и (А) использованы автором прп рассмотрении вопросов, 
связанных с оценками производных конформно отображаюгцпх функций, например, в работах 
[2017; 2018].

В данной статье на основании характеристик кривых класса (L), а точнее, пх связи со 
свойствами функций из классов ВМОА, получены новые интегральные оценки модуля произ
водной конформно отображаюЕцей функции в областях с указанными границами.

2. Оценки модуля производной конформно отображающей функции

Напомним хорошо известные результаты.
Лемма 1 [Pommerenke, 1977]. Пусть G -  некоторая односвязная область на комплексной 

плоскости, ограниченная кривой класса (L), ip(z) -  функция, конформно отображающая круг 
S на область G, Ь -  произвольное положительное число. Тогда функция f {z )  =  b\n(p'{z), где 
выбрана главная ветвь логарифма, принадлежит классу ВМОА.

Лемма 2 [Pommerenke, 1977]. Для функции f  € ВМОА,  |t| < 1, и произвольного Ь € С\{0} 
существует такое М  =  М{Ъ), что справедливо неравенство

^bf(s)

l - t q
Ы=1

На основанпп указанных свойств получим новые оценки для конформно отображаюгцей 
функции в областях с границами класса (L).

Теорема 1. Пусть G -  некоторая односвязная область на комплексной плоскости С, огра
ниченная кривой класса {L), Lp{z) -  функция Римана, отображающая S на G, (р{0) =  шо, wo € 
G, >  0. Тогда справедливы оценки

1) При 1 < р <  + 00, -  +  -  =  1, /? > -1 , 1 < -  < /3 +  1,г] > /3 +  1 -  -  : 
р q q q

1 - 0
J7 + 2

где X-jiO =  (1 “  ICI) с -  некоторая положительная постоянная;
2) Прп /3 >  -1 , Г] > /3 +  1 :

\ip^{z)f+^{l-\z\r
l - ( z ri+2 dm2 {z) <
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где с -  некоторая положительная постоянная.

□  Докажем и. 1) Полагая /  =  — In , z G S, z =  учитывая утверждения лемм
1 и 2 , имеем:

2тг

/3+2 (1  -  \t\̂ )
1 -  teJ

da < М  (p\t) /3+2
(1)

где О < |t| < 1.
f  \Lp'(z)f^‘̂  (1 -  \z\Y)(l{z)Оценим теперь I  =  ---------------- ^ — — dm2 {z). Здесь и далее Ci,i > О, -  некоторые

s 1
положительные постоянные, конкретные значения которых не играют никакой роли.

Пусть (  =  ре*̂ . Тогда

/  =  у  (1 -
о

/3+2 1 - dadr

1 —
2 1 --  греЛ'̂ ~̂ '̂ V <

<со
^ l - r f - 1 /я г /3+2 dadr

{ 1 - г р ) ^  J
— 7Г

tp [ге )
1 -  гре<^-^) 2 •

Поскольку функция Lp'{z) /  о, Z е S', то > о, голоморфна в S. Функция
Фл(г) = ------ =—  также является голоморфной в S при фиксированном (  (£ S. Следовательно,

(1 -С^)^
-  голоморфная в S функция. Поэтому

/3+2 da
1 —

—  /I

монотонно растет на [0,1). Значит,

\4> {̂re^ )̂\da =  h{r )

[i+ 2 dal
 ̂ f

/3+2 (1 -  / )
1 -  rpe<^-^)  ̂ (1 - р 2)У

— 7Г
1 _ ■̂ da <

<
( l - p 2)

/3+2 (1 -  p̂
1 -

Tda.

П из оценки (1), положив t =  С, получим: h{r)  < Cl
/3+2

( l - p 2)

To есть I  < C2 (1 - p2) J (1 - rp)̂  
0

dr.

(I _
Ho I .— dr < Сз 7 7—  при 1 < — < В+1, ri > В+1-----. Откуда получается

-1 q q

следующее неравенство I  <
С4 /3+2
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Итак, у  * П 2 М <  / ,

S' ^
ири соответствующих условиях. Пункт 2) доказывается аналогично.

Повторяя рассуждения теоремы 1, несложно получить следующий результат.
Теорема 2. Пусть G -  некоторая односвязная область на комплексной плоскости С, огра

ниченная кривой класса (L), ip(z) -  функция Римана, отображающая S на G, (/?(0) =  ujo,ujo € 
G, (р'{0) > 0. Тогда ири 1  < р < +оо справедливо неравенство:

s 1 - а Г " 1 - « г Г  ..

где Х ; ( С )  =  (1 -  ICI)  и ;  i +  -  =  1, /3 >  - 1 ,  о <  -  <  ;? ) )+  1, ч >  / 3 - 2  +  -  -  — ; д  >  2 - ^ ,  г -
некоторая положительная постоянная.

3. Заключение

В работах автора, нанример, [Tkachenko, 2009] с помощью аналогов рассмотренных оце
нок построены, в том числе, ограниченные интегральные операторы в весовых пространствах 
аналитических функций.

Пусть Ер{С) -  хорошо известный класс Смирнова в области G. Обозначим через LP{G) -  
класс измеримых по Лебегу в области G функций, для которых

L P ( G )  =  у  < +00, 0 < Р < + 0 0 ,
G

где dni2 {z) -  плоская мера Лебега.
Из классической теоремы М. Рисса известно, что интеграл типа Когпи на границе dG 

отображает пространство ^ { G )  на Ep{G) при всех 1 < р <  +оо. В то же время, исходя из 
классических результатов А.Н. Колмогорова, такой интегральный оператор не отображает 
пространство L^{G) на E\{G) даже в том случае, когда 8 G представляет собой единичную 
окружность. Дж. Ньюмен показал, что такого интегрального оператора вообще не существует. 
Однако в пространствах Бергмана существует ограниченный проектор по плоской мере Лебега 
из L^{G) на соответствующее пространство Бергмана. Эти результаты были получены Ф.А. 
Шамояном в случае гладких контуров при всех О < р < 1. А при 1 < р  <  +оо такие результаты 
можно вывести из результатов М. Рисса (см. [Ткаченко, 2009]).

Возможности распространения данных результатов на области с более общими границами 
рассматривались в работах отечественных и зарубежных авторов [Шихватов, 1976; Соловьев, 
1985; Hedenmalm, 2002] и указанных выгпе работах автора.

Пусть L^ {̂G) -  класс измеримых по Лебегу в G функций / ,  для которых

=  [ \f{w)f d'^{w,dG)dm2 {w) < + 0 0  , /? > - 1 ,  О < р < +оо ,
G

A^ {̂G) -  нодиространство пространства L^ {̂G), состоящее из аналитических функций.
Теорема 3 ([Tkachenko, 2009]). Пусть G -  односвязная область на комплексной плоскости, 

ограпичеппая кривой класса (L), ip(z) -  функция, конформно отображающая S на G, (/?(0) =  
Wo, Wo € G, > О, ф -  обратная функция для tp. Тогда интегральный оператор

F ( w )  =  P „ ( / ) (u O  =  ^  /  T T ^ T T T ^ / f ' ' )7 (1 -  '0 (/i)V^(w) ) ’?+2
G
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непрерывно отображает L^JG) на AZ{G), I < р  <  +оо, /? > —1, г] >  2(/? +  1), причем

||f |U.(g) < c(/?,p)||/IL.(g),

c(l3,p) =const> 0.
Данная теорема устанавливается с ирименением аналога ядер М.М. Джрбашяна для об

ласти G и интегральных оценок модуля производной конформно отображаюгцей функции 
(аналогов оценок теоремы 1 ).

Пусть Gj -  некоторая односвязная область на комплексной плоскости, граница которой 
принадлежит классу Лаврентьева (L) . Рассмотрим {G j}^^  -  множество таких областей и 
G  =  G i  X ... X G m -

Обозначим L^JG) -  множество измеримых в G функций таких, чтоР

'\\ьцс)= /  \f(w)f d^{w,dG)dm2m{w) =
G

I ... I \f{wi,...,Wm)\^f[d^=‘^{wj,dGj)dm2 {wj)<+Qo,
i  L ^=1

где 0 < p < + 0 0 , 1 3  =  (Pi, ..., Pm), I3j > —l , j  =  l ,m]dm 2m =  dm2 ...dm2 -  мера Лебега на G.
Пусть также =  H(G) П LFAG).

(3 {3
Автор предполагает возможность получения аналога теоремы 3 и использования оценок 

теоремы 1 и 2 при изучении в пространствах tF-̂ {G) операторов типа Бергмана следуюгцего 
вида:

™ Г7, + 1  /■ f  Л
2

^ -I I .................... / = 1  (1  -J —1 . nLt j  Lt .,,4

где -  функции Римана, выполняюЕцие отображение S на Gj, =  u)q, u)q G Gj,

Ф] =  j  =  T7^-
Автор выражает благодарность профессору Шамояну Ф.А. за внимание к работе и Шамо- 

яну Р.Ф. за идеи возможного применения результатов работы.
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