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Аннотация
На отрезке [0,1] рассмотрен параметрический почти регулярный порядка 2 дифференциальный 
пучок четвертого порядка с двумя двукратными чисто мнимыми характеристическими корнями 
при распадающихся краевых условиях типа Штурма, два из которых заданы на левом конце. 
Доказано существование последовательности расширяющихся контуров в плоскости 
спектрального параметра, на которых ядро резольвенты (функция Грина) убывает. Исходя из 
оценки функции Грина на контурах доказана теорема о четырехкратном разложении достаточно 
гладких функций, обращающихся в нуль вместе с производными порядка выше, чем порядок 
уравнения на концах отрезка, по решению исследуемой задачи.

Abstract
On the closed interval [0,1] is considered parametric nearly regular order two differential bundle of 
fourth order with two double purely imaginary characteristic roots under decaying Sturm type boundary 
conditions, two of which are given at the left end. The existence is proven the sequence of expanding 
contours in the plane of the spectral parameter on which the resolvent kernel (the Green function) 
decreases. According to the solution of the problem, the theorem on the four fold decomposition of 
sufficiently smooth functions are proved on the base estimate of the Green function on the contours, 
vanishing together with derivatives of order higher than the order of the equation at the ends of the 
segment.

Ключевые слова: регулярные задачи, собственные значения, функция Грина, формула 
разложения.
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Введение и постановка задачи

Рассмотрим спектральную задачу для уравнения

Г <Р_
с/х2

У
+ л 2

d 2V dY

J
Y + P2O{ x ) -  + {XPil{x) + PiO{x)) —  + (X2Pn (x) + XPn (x) + Pw{x)Y) = 0 (1)

при краевых условиях
dxL 4 51 dx

Y(0) = Y ’( 0) = Z(l) = Y ’( 1) = 0, (2)
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где
Д 0( х ) е С 2[ОД], />31( х ) е С 2[0Д], Р30(х) еС>[0,1], Р42( х ) е С 2[ОД],

-Р41(х) е  С 1 [ОД], Р40(х) е  С[0Д], X спектральный параметр.

В работе [Шкаликов, 1983] краевые условия (2) рассмотрены для 
бигармонического уравнения, возникающие при решении плоской задачи теории 
упругости, где указано, что краевая задача почти регулярна порядка 2 в смысле данной 
работы и имеет место 4-х кратное разложение по собственным функциям, но там не были 
изучены асимптотические разложения собственных значений и не описаны 
асимптотические формулы для них, позволяющие существование замкнуто 
расширяющихся контуров Cv(v = 1,2,...) таких, что Cj охватывает начало координат,

Cv(v = 1,2,...), контуры Cv расположены на расстоянии d  > 0 от множества собственных
значений для интегрирования резольвенты по этим контурам, чтобы получить формулы 
кратных разложений. А асимптотика решений подобных (1) уравнений была изучена в 
работе [Вагабов, 1985], где найдены условия на коэффициенты уравнения (1), 
обеспечивающие разложения решений по параметру только по целым степеням, в 
результате которого в уравнении остаются только главные члены (в общем случае 
кратных характеристических корней решения дифференциальных уравнений с 
полиномиальным вхождением X могут содержать дробные степени параметра, 
сопровождающихся существенными затруднениями аналитического характера и 
громоздкими вычислениями для спектрального анализа соответствующих 
дифференциальных пучков). Подобные задачи также были рассмотрены в работе 
[Гасымов, Магеррамов, 1987], при условии, что Р20(*) = /*M(jr) = .Р42(л:) = 0. Там же 
рассмотрены нерегулярные краевые условия, три из которых заданы на левом конце 
интервала (0,1). А в работе [Оруджев, 1989] изучено достаточно общее уравнение 4-го 
порядка, полиномиально зависящего от спектрального параметра с нормированными 
краевыми условиями. При определенных алгебраических условиях на коэффициенты 
уравнения найдена асимптотика решений по параметру изучаемого уравнения, выделен 
класс регулярных и почти регулярных краевых задач, для которых получены формулы о 
кратном разложении по собственным и присоединенным функциям. Далее полученные 
результаты распространены на пучки произвольного четного порядка [Оруджев, 1999]. 
Работа [Вагабов, 2016] была посвящена случаю, когда характеристический полином имеет 
кратные корни ±1 для уравнений только с главными членами при распадающихся 
краевых условиях, три из которых заданы на левом конце интервала (0,1). В работе 
[Оруджев, Амирова, 2018] найдены асимптотические представления по параметру 
фундаментальных систем решений уравнения (1), изучены асимптотические 
распределения собственных значений задачи (1)—(2), которые расположены вдоль 
определенных логарифмических цепей, выписаны асимптотические формулы для них, а 
четырехкратное разложение по решению спектральной задачи не было изучено. Этому и 
посвящена настоящая работа.

В данной работе исследуется функция Грина задачи (1)-(2) вне 8 -окрестности 
спектра и порядок убывания этой функции. Путем конструктивного анализа ядра 
резольвенты доказывается теорема четырехкратной разложимости определенных функций 
по решению этой задачи.

Заметим, что в случае кратных корней главного характеристического многочлена
при вычислении предела интегралов по замкнуто расширяющимся контурам Cv при 
1’ - > о о  от решения задачи неоднородного уравнения n-го порядка с правой частью / ( х )  и 

регулярными по Биркгофу [Оруджев, 1998] краевыми условиями, в g (j(x ,£ ,A )f  (£) (где 

главная часть преобразованной функции Грина) первый член разложения по
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параметру Я коэффициента при ё% М х -д ) / ( £ ) ,  к = \ ,п , где 0j.,k = \,n различные корни
главного характеристического многочлена, определяют полученную формулу разложения. 
Остальные члены разложения рассматриваются как исчезающие по сравнению с первыми. 
В случае кратных характеристических корней такое рассмотрение не принимается. В этой 
работе в результате детального аналитического анализа в выражении g 0(x ,£ ,A )f(£ )

удовлетворены те свойства членов разложения по параметру Я при е~ '^х - * /(£ ) , 
использование которых приводит к ожидаемому результату, если интегрировать по 
частям первое слагаемое 2 раза, второе слагаемое один раз.

Здесь также заметим, что ранее подобные сингулярные дифференциальные 
операторы с экспоненциально убывающими коэффициентами в пространстве (О, х ) , 
порожденные дифференциальным уравнением (1) с условиями Г(0) = Г '(0) = 0 , 
исследовалось [Orudzhev, 1999; Оруджев, 2002], где получены разложения определенных 
финитных функций по собственным функциям дискретного спектра и по главным 
функциям непрерывного спектра, а в работе [Orudzhev, 2010] доказана единственность 
обратной задачи теории рассеяния. В пространстве £ 2  (—00, 00) подобные пучки 
исследовались в работе [Mirzoev, Orudzhev, Aliyev 2012], где получена формула 
спектрального разложения определенных финитных функций. Если один из
характеристических корней имеет кратность три, исследования в пространстве /. 2 (О, оо) 
спектральных свойств сингулярных пучков с экспоненциально убывающими 
коэффициентами проводились в работах [Orudzhev, Aliev, 2014; Orudzhev, Aliyev, 2019].

Функция Грина, ее конструкция и асимптотика

В работе [Оруджев, Амирова, 2018] доказано, что уравнение (1) в каждой из 
полуплоскостей П+ = {+ Л : Im <> О} имеет фундаментальные системы решений, 
допускающие следующие асимптотические представления:

( * ) + 4  8д§ М + 4 г  * м  ’ ( * ) +Yk{x,X) =
r * u w  А2 kl Л3

е±а\  £ = 1,4, (3)

где берется знак (+) при / = 1,2, знак (-) при к = 3,4; gj^OO, v = 0,2 непрерывно 

дифференцируемые функции до второго порядка включительно, Ej{q(x , А), к = 1,4
I „ I г 1

ограничены при достаточно больших значениях |л| и непрерывны по 1 6  [ОД]. Там же
определены следующие четыре серии асимптотических формул для собственных 
значений краевой задачи (1)-(2)

+ o(l), к =±1,±2,...

N11+N•ае1
I

- г In

N11+N
1

1 3 1 ь
- 1

L 2 J L 2 J 2_
(4)

/ 2 )-  ч  - -кж ± — - г In 2 + In кп л-—
2_ _ 2 _

+ o(l), к = ± 1,±2,...

Решение неоднородного уравнения (1) с непрерывной правой частью / ( х ) ,  
удовлетворяющее краевым условиям (2), записывается в виде:

о АИ/
д(у £ Л)

где 0(х,^,Л)=  —- -  функция Грина краевой задачи (1)-(2),
А(/1)

(5 )
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Д(Л) =

и м  и м  и м  и м  
и 2{ух) и м  и м  и м  
и м  и м  и м  и м  
и м  и м  и м  и м

(6)

Л ( * ,£ Д )  =

g(x,4,X) >"iM ) Г2(х,л) Y3(x,A) Y4(х,Л]
Ui(g)x Ux{yx) Ux{y2) Ux{y3) 11\(у4)
u i(g)x U2 (y\) U2{y2) и 2{уъ) U2(y4)

u i(g)x !h (y \)  11 h i )  ^з(Уз) Щ М
U4(g)x И4(у\) U4{y2) С/4(уз) U4{y4)

(V)

(8)

^ 0 0  = 7(0), U2{y) = Y \ 0), U3(y) = Y{ 1), U4{y) = Y \  1),

g{^ ) = ± ' ± w A t A +ecM ’2 W \g,A)Ti - e c n u t;> x
W(x,A) -  определитель Вронского от фундаментальных систем решений, W4k(x,A) -

алгебраическое дополнение элементов (4, к) в W{x,A).
Собственные значения, определяемые формулами (4), являются асимптотическими 

корнями уравнения

А(Л) = 1 + Л+
f

f 1 ] ]

f Л

4 А 2 - 2  +  0 + 1 +  0
i е * а

V V
y A j

У

=  0, —> СО (9)

и А (Л)=е~ш А(Л).
Теорема 1. Для функции Грина краевой задачи (1),(2) при любых х,£ е [0Д] вне 8 

окрестности спектра имеет место оценка
/ 1G ( ^ ,A )  = q - j  |Л|->оо. ( 10)

Доказательство. Для получения асимптотического представления функции Грина 
сначала получим представление для ее числителя.

Для производных Y^' ’)(х,Л),к = 1,4, v = 1,3 непосредственным вычислением имеем:

Е ь Ы У
К  »-1  I  л  I 1  ~  К  I . *  \  Л  I “ I-------------------------------------Г*(у|(дгД) = <Г s £ ,M + T * f i >W + -3 'Sfe>(Jt) +: чЗ

+iAx
( П )

где

s t 1 (*) = в!  s  {кS’ (*); s S  W  = Щ  1 J -  (х )+ « ( * )

Ф ’-1 ) _v_2 dв
d \ - ‘ dx

причем при к = 1,2 берется 1 = 1 и в\ = /', при к = 3,4 берется / = 2 п 6 i = - i . 
Также непосредственно подсчитывая определитель Вронского, получим

ж (л ,я ) = 1 бя4 + 0 (я3)  |Л| —>00

Обозначим
( 12)
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Пусть

у*(у, ) = u j y , )+и и ( ? , Ь л  (-1)+ ■»„ (Л >* = 1,4, (14)

где 1 = 1 при j  = 1,2; / = 2 при j  = 3,4.

Для того, чтобы получить асимптотику по параметру определителя А(х,£,Л) в 

верхней полуплоскости П+, преобразуем его так, чтобы в первом столбце не оставалось 

возрастающих показательных функций в П+. Для этого П-V  столбцы умножим

соответственно на Z1(g,Л), ^ Z 2(%,X), ~ ^ Z 3(g,A), ~ Z 4(<*,A)

Полученный таким образом определитель обозначим через А0(х,£,Л), а элементы 

первого столбца через g0(x,£,X), g\(%A\

(х £ Л = \ Г1{ХЛ Ш ^ Л) + Ь {Х Л )22^ А Х  п р и £ < х  
l -Y 3(x,A)Z3(£ ,A )-Y 4(x,A)Z4(£ ,A \  п р и £ > х

gkfe, Я)= -Ak3z 3(£, Л)- Ak4Z4(£, л)+[ а д fe, л)+Bk2Z2fe, Л)У1х, к =14

&о(х,£,Л) = g 0(x,£,A)~

+

+

+

А(Л)

^ ( - 1 Г г « . 2Ан (Л)
к=1

Х ( - 1 ) Ч 4а и (Я)

А (Л)

г 2(£,Л)е

к=1

'  4

1 V£>,ЯХ
z 4f e ^  +

£ ( - l ) * * 4 A , U )

£ ( - 1 ) Ч А , №
=1

£ ( - 1 ) Ч А г№

+
к=1

д(я)

2 1(Г,Д>"1 + 

г ,(£ ,я )+

г  к  Л

Х (-1 ) Л-4^А-2(Д)
А=1

к=1

Е ( -1 ) ‘ +18(-1АИ (Я)
А=1

г , ( ; , я у +

+
Ат=1

—i/bc

№ ’л П - щ £ ( - i ) 4 A , U )

+ Х ( - 1 )  4 м Д А з ( Я )

fr=l

£ ( - 1 ) * + Ч А з ( Я )
к=1

А:=1

£+1

Z,(£,A )+

Х ( - 1 ) '+ ,йИ 4 н (Я )
Дт=1

2 , ( г д > ,я +

х е [ 
4(Я) I Z ( - i ) 4 A , a )

£=1

+ 2 ( - 1 ) ‘ 4 4Ан (2) 
А=1

г 4(^ Д )+ Z ( - l ) t+ 4 - A - 4 №
А=1

Е ( - 1 ) ' , + 1 % д и и )
А-=1

Z2(f,A > /А

Для главной части g ()(х,£,Л) при £ <х имеем:

g Q( j t ,# ,A ) = i{ 4 - f e - J c ) + 4 r
4 [Л2 ^20 fe )■- ■* ~ Z r io  f e ) ~ ^ '- p ftl) fe)

ч Ь  ^  .

S  20 (*)]}*'

(15)

(16)
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А при ^  > х  показывается в виде

£ 0 = ( £ - * ) + f d  т , . ч  „ с /  л
«40 (? ) "  '  - Ч  -JZ^ 2 0  (b ) -  Ь —  ̂ 10  (?)

с,ь

■ ( Ш Ы о О #„-ifa (17)

При разложении функций от

^ ( - 1 ) кАь А к1(А), 1 = 1,4, v = 3,4,
к= \

^ ( - l ) k+l В ^ И (Л), / = 14, v = 1,2
к= \

по степеням показательной функции порядок роста коэффициентов не больше единицы. 
В определителе Av/, в верхней полуплоскости показательной функцией, имеющей

наибольшую действительную часть, является функция е 2г̂ , а при р  > 3 -  функция е ,я . 
т- А 0(х,£,Л) и лИсли числитель и знаменатель — \  \ — умножим на е и сохраним то, что во

Д(/1)
всех слагаемых действительные части показательной функции не были положительны в 
П+, то д(я) ограничены снизу положительными постоянными, если выбросить 

внутренности малых кругов с центрами в нулях то в оставшейся части будет
справедлива формула (10). Эта формула аналогично получается для точек вне 8 - 
окрестности спектра и полуплоскости 1т Л < 0. Теорема доказана.

Ф орм улы  разлож ений

Из результатов работы [Оруджев, 1989] вытекает, что в X -плоскости существует 
последовательность замкнутых расширяющихся контуров Cv, v = l,2,..., обладающих 

свойствами: все Cv расположены в части л-плоскости, полученной выкидыванием из нее 

внутренностей малых кругов некоторого радиуса с центрами в нулях * W ; кратчайшее 
расстояние Rv от начала координат до кривой Cv стремится к бесконечности при г х ; 

контур С\ охватывает начало координат; между Cv и Cv+1 лежит по крайней мере одно
собственное значение.

Теорем а 2. Пусть функция / ( х )  имеет первую непрерывную производную, вторую 
кусочно-непрерывную производную. Тогда имеет место формула разложения

lim  - —т== J Л3с / л } с ( х , 1 , Х ) Л №  = / ( х )  (18)
л’-*в 27Гу1 1 о

Доказательство. Введем следующие обозначения
I \(x ,4) = - F , ( s h x F ^ ) -  

F2(* ,f )= F 5(f)+ * F 7( |) ;  

F ^ x ^ - F ^ - g ^ F ^ + x F ^ + g ^ F ^ ) ,

где
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/•!(<?)=-4 f, / \ ,  (<?)=-4;

'•2 Й ) = -4Я2(!(Й + 4 < -4 ^  

/ч (# ) = -4вю )« ) - 4 ад ад

р ^ ) = - ч -

- 4  & $ ( ? ) ;  

-4 * ? 0>( # ) ;

Р6(<Г) = - 4 Й 'К ) - 4 / - 4 ^ - 4 & Ш ;

F8( f ) = - 4 4 ’(‘f ) - 4

'  14) 4 .

^ « й с и - т г в Ш - 4 r f 0 } f e ) .

Тогда
/<j(jc,jc) = 0,

' v M '  . 4 - F ^ X  = 4. F3(x,x) = ̂ i ,  F4(x,x) = -4i.\̂ =X 5 l̂ =x
Интегрируя два раза по частям интегралы

} } F2( x , i y  •«■-'>/({ )d{
0 л:

и один раз по частям интегралы

I ъ ( х . { У м ‘ -{,Л № ,  \

для общего при коэффициенте —р будет стоять:
Я

1 1 2  2 
-  + -  +  -  + - f ( x )  = / О ) .
4 4 /(2/)3 i (2 i f

На основании формул (15), используя Леммы Жордана [Сидоров, Федорюк, 
Шабунин, 1982] легко показать, что предел J" от всех сумм, кроме первой, стремится к

с.
нулю равномерно при любом х е [ОД].

В результате, после предельного перехода будем иметь:
1

lim f Я3с/Я f G(x, g, Я)/{^)с}^ = 2ж 4-1 f { x ) .V—>оо J J *
c v 0

Теорема доказана.
Введем систему функций {Фо(л-),Ф 1(х),Ф 2(х),Фз(х)} и составим выражение

4 4 - т  ( т -1

F ( * , f ) = I  I Ра-ш - j  ^
т = 1 к= 0 а Х Vv=0 у

где

^33 = Л 1 = Р\0 = Рц = Ръ2 = А з = 0 ’ Рц  = 1 > ^44 = * - 

Из теоремы 2 непосредственным предельным переходом получается следующая 

Теорема 3. Предположим, что функция Ф^(х), £ = 0,3 имеет непрерывные 
производные до порядка 5 -к  включительно и обращаются в нуль производные до порядка



4- к включительно на концах интервала (0,1). Тогда имеет место равномерно сходящаяся 
на [0,1] формула 4-х кратного разложения

t - Д - р  lim ] Г М \ < Ж х Л , > ¥ к №  = Ф ,(Л  * - с З .  (19)
— Л \ — 1 ,—>оо cv о

Формулу (16) можно записать в таком виде
1 1 __

 Г Т  Z  f ° ( Х’£ (-V), V = 0,3 ,
2 W -1  v 1

где rv -  простой замкнутый контур, окружающий только один полюс Лг подынтегральных
функций, являющихся собственными значениями краевой задачи (1)-(2) и сумма по v 
распространена на все собственные значения, и равномерно сходится при всех .* е [од].

Заключение

В результате проведенного анализа доказано, что для рассматриваемого на отрезке 
[од] параметрического почти регулярного порядка 2 дифференциального пучка четвертого 
порядка с двумя двукратными чисто мнимыми корнями при распадающихся краевых 
условиях типа Штурма, два из которых заданы на левом конце, функция Грина о(х,^,л)

в н е S  -о к р естн о сти  спектра и м еет  аси м п тоти ч еск ое п р ед ста в л ен и е g(.v._-.a) = о\ у  j. |я| -> *  ^

и имеет место формула 4-х кратного разложения системы достаточно гладких функций, 
обращающихся в нуль вместе с производными порядка выше, чем порядок уравнения на 
концах интервала, по решению исследуемой задачи.
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