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Изучение стохастических упаковок твердых частиц представляет 
большой интерес для моделей структуры гранулированных сред, жид­
костей биологических клеток, стекол Одной из основных задач иссле­
дований по теории плотноупакованных систем частиц является оценка 
распределений структурных характеристик стохастической упаковки, 
таких как локальная и интегральная плотности упаковки, координаци­
онные числа системы Наиболее значимые результаты по определению 
плотности стохастических упаковок были получены путем компьютер­
ного моделирования [1,2] Однако полученные результаты дают значе­
ния интегральной плотности упаковки, лежащие в довольно широком 
диапазоне, от 0,80 до 0,84 Наличие такого разброса данных по плотно­
сти упаковки не позволяет выявить существование двух видов плотно- 
упакованных систем свободной и связанной, которые имеют место в 
трехмерных упаковках Именно поэтому, основной целью настоящей 
работы явилось применение имитационного моделирования к стохасти­
ческой упаковке системы сферических частиц в двумерном пространст­
ве, с целью доказательства возможности существования как свободной, 
так и связанной упаковок, а также оценки значений структурных харак­
теристик плотноупакованной системы частиц

Для решения данной задачи в двумерном пространстве методом 
Монте-Карло моделировались стохастические упаковки сферических 
одноразмерных частиц (двумерных моносфер), путем формирования 
свободной и связанной упаковок На выходе производился расчет дан­
ных локальной и интегральной плотностей упаковки и значений коор­
динационных чисел Также фиксировались координаты центров частиц 
и рассчитывались межчастичные расстояния Имитационное моделиро­
вание проводилось методом послойной упаковки [3] на области уста­
новки частиц системы размером 50*50 диаметров дисков, позволяя рас­
положить в данной области более 3000 дисков в каждой конфигурации, 
при исключении граничных условий

На рис 1 показаны, соответствующие проведенному эксперименту,
данные о распределении локальной плотности упаковки <рюк, рассчитан-
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ной путем численного моделирования системы моносфер для свободной 
и связанной стохастических упаковок.

а) б)
Рис. 1. Кривые распределения локальных плотностей упаковки системы 

двумерных моносфер в свободном (а) и связанном (б) состояниях

Анализ поведения кривых распределения плотности упаковки по­
казывает на наличие ряда пиков, которые соответствуют определенным 
дискретным значениям плотностей упаковки локальных слоев, незави­
симо от того, в каком состоянии находится стохастическая упаковка 
(табл. 1).

Таблица 1
Максимальные значения пиков кривых распределения 

локальных плотностей упаковки системы двумерных моносфер

Упаковка Дискретные плотности упаковки локальных слоев
Свободное
состояние

0,79 0,815 0,83 0,845 0,86 -

1 13 7 2 1
Связанное
состояние

0,795 0,815 0,83 0,845 0,86 0,875
1 4 12 5 2 1

Как видно из данной таблицы различие в значениях интегральной 
плотности упаковки для различных состояний может быть связано, в 
основном, с величиной предельных пиков на кривых распределения 
локальной плотности упаковки. Кроме того, имеется некоторое разли­
чие в появлении пика в диапазоне значений локальных плотностей упа­
ковки 0,84-0,85. Однако на аналогичных графиках в ряде других испы­
таний данные пики практически полностью соответствовали друг другу. 
В тоже время на кривой для свободной упаковки также имеется некото-
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рая размытость ряда пиков. В случае связанной упаковки размытость 
пиков носит менее выраженный характер.

Сопоставление максимальных значений пиков кривых распределе­
ния локальных плотностей упаковки показывает, что основное отличие 
свободной упаковки от связанной заключается в смещении глобального 
максимума с пика, имеющего плотность упаковки 0,815 на пик с плот­
ностью упаковки 0,83. Также имеется ряд отличий в положении край­
них пиков. Так, имеется небольшое смещение первого пика в сторону 
увеличения плотности упаковки для связанной упаковки. Кроме того, 
возникает дополнительный пик на правой границе для данной упаковки, 
имеющий значение плотности упаковки равное 0,875. Статистическая 
оценка интегральной плотности упаковки приводит к среднему значе­
нию фСВЯз=0,8224±0,0006 для связанной упаковки и к значению 
ФсвобИ),8163+0,0024 - для свободной упаковки.

На рис. 2 приведены данные о распределении координационных 
чисел, рассчитанные путем имитационного моделирования также для 
свободной и связанной стохастических упаковок.

а) б)
Рис. 2. Распределение координационных чисел системы двумерных 

моносфер в свободном (а) и связанном (б) состояниях

Координационное число рассчитывалось по предложенной автора* 
ми формуле, основанной на выборе экспоненциального закона распре­
деления, близкому к пуассоновскому

т
г = ^ е - А(г~а)/а, (1)

/=1
где г, -  расстояния между основной и другими частицами; а -  диаметр 
частицы; т -  число частиц, входящих в область первой координацион-
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ной сферы. Граничным значением для первого координационного слоя 
выбиралось расстояние числено равное радиусу второй координацион­
ной сферы в квадратной регулярной упаковке. Коэффициент А подби­
рался эмпирически, путем получения значения координационного числа 
для частиц второй координационной сферы близким к нулю (/4=12).

Результаты моделирования показали, что поведение кривых рас­
пределения координационного числа носит существенно дискретный 
характер. Причем, пики строго соответствуют конкретным целым зна­
чениям координационного числа, за исключением первого пика, где 
максимум достигается при значении: z=3,3. Смещение значения коор­
динационного числа для свободной упаковки практически полностью 
связано с количеством частиц имеющих низкие координационные чис­
ла. При этом, в свободной упаковке обнаружено некоторое увеличение 
количества частиц, имеющих максимальное координационное число, 
однако данный эффект не играет существенной роли при оценке сред­
ней величины координационного числа стохастической упаковки, нахо­
дящейся в разных состояниях. Статистическая оценка координацион­
ных чисел приводит к среднему значению гсвяз=4,91±0,26 для связанной 
упаковки и к значению zCBO6“ 4)41±0,12 - для свободной упаковки.

Проведенные исследования по стохастической упаковке твердых 
моносфер, путем имитационного моделирования, позволили проанали­
зировать процессы формирования плотноупакованных систем частиц в 
двумерном пространстве. Одним из наиболее интересных результатов 
данного исследования, можно считать экспериментальное подтвержде­
ние возможности нахождения стохастической упаковки в свободном и 
связанном состояниях. Полученные кривые распределения локальных 
плотностей упаковки и координационных чисел позволяют объяснить 
причину существования двух данных состояний.
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