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Аннотация  
В работе получены выражения для скорости термофореза твердой двухслойной умеренно крупной 
длинной цилиндрической аэрозольной частицы, позволяющие оценивать ее величину с учѐтом в 
граничных условиях всех поверхностных газокинетических эффектов линейных по числу Кнудсе-
на, постоянного коэффициента теплопроводности ядра и зависящего от радиальной координаты 
переменного коэффициента теплопроводности оболочки. Рассматриваемая частица расположена 
перпендикулярно к градиенту температуры газа. Проведенный анализ показал, что увеличение 
(уменьшение) коэффициента теплопроводности ядра и среднего значения переменного коэффици-
ента теплопроводности  оболочки приводят к уменьшению (увеличению) скорости термофореза. 
 
Abstract 
In article obtain the expression for the velocity of thermophoresis of a moderately large solid two-layer 
long cylindrical aerosol particle, allowing to estimate the value given in the boundary conditions, all sur-
face gas-kinetic effects linear in the Knudsen number, a constant coefficient of thermal conductivity of 
kernels and depend on the radial coordinate variable coefficient of thermal conductivity of the shell. The 
particle under consideration is perpendicular to the gas temperature gradient. The carried out analysis 
showed, in particular, that an increase in the value of the thermal conductivity of the core and the average 
value of the variable coefficient of thermal conductivity of the shell lead to a decrease in the thermo-
phoresis velocity, and their decrease to its increase  
 
Ключевые слова: термофорез, двухслойные цилиндрические аэрозольные частицы, умеренно 
крупные  частицы. 
Keywords: thermophoresis, cylindrical two-layer aerosol particles, moderately large particles.  
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Введение 

 Аэрозольные частицы входят в состав естественных и антропогенных аэродисперс-

ных систем. Упорядоченное движение этих частиц могут вызывать силы различной приро-

ды [1-4]. Так, например, в газообразных средах с неоднородным распределением темпера-

туры, которое вызвано внешним градиентом температуры )(  еТ , на частицы действует 

термофоретическая сила молекулярной природы [1-3]. Под действием этой силы происхо-

дит упорядоченное движение частиц, называемое термофоретическим. Это движение обу-

словлено передачей частицам молекулами неоднородной по температуре газообразной сре-

ды не скомпенсированного импульса [2-6]. Термофоретическая сила перемещает частицы в 

области с более низкой температурой. Когда термофоретическая сила становится равной по 

величине силе сопротивления среды движению частицы, частица начинает двигаться рав-

номерно. Скорость этого равномерного движения частиц относительно центра инерции га-

зообразной среды называют термофоретической [1-6]. Термофоретическая сила может ока-

зывать значительное влияние на процесс осаждения аэрозольных частиц, в частности, в ка-

налах тепло- и массообменников  [1,3,7], на движение частиц в зонах просветления облаков 

и туманов [1,3,8] и в окрестностях вымывающих частицы капель [8]. Еѐ можно использо-

вать при проведении тонкой очистки небольших объѐмов газов, отборе аэрозольных проб, 

нанесении, заданной толщины, специальных покрытий из аэрозольных частиц [1,3,7], полу-

чении методом VAD высококачественных оптических волокон [9].  

 Наибольшее влияние термофоретическая сила оказывает на движение используемых 

на практике крупных и умеренно крупных аэрозольных частиц [1-6]. К крупным и умеренно 

крупным аэрозольным частицам относят, соответственно, частицы со следующими характер-

ными числами Кнудсена: Кn = λ /a ≤ 0,01; 0,01≤ Kn ≤ 0,3, где λ – средняя длина свободного 

пробега молекул газа, a – характерный размер частицы. Вывод формул для скорости термо-

фореза таких частиц удобно проводить гидродинамическим методом [1-6].   

Величина термофоретической скорости крупных и умеренно крупных аэрозольных 

частиц, в отличие от малых частиц [10], сильно зависит от их коэффициентов теплопроводно-

сти [1-6]. Значения этих коэффициентов могут непосредственно зависеть от пространствен-

ных координат точек объѐма частиц [1-6,]. В связи с этим крупные и умеренно крупные ча-

стицы могут быть неоднородными по своим теплофизическим свойствам.  

Неоднородными по теплофизическим свойствам могут быть частицы,  представля-

ющие значительный интерес для практических приложений, например, твердые крупные 

и умеренно крупные двухслойные аэрозольные частицы [4,5]. Эти частицы состоят из яд-

ра и оболочки. Они могут образовываться, в частности, при конденсации на поверхности 

ядер молекул вещества оболочек [1,3,11] и в результате протекания на поверхности ядер 

химических реакций [11]. Ядра и оболочки твѐрдых двухслойных частиц могут отличать-

ся по составу, физико-химическим свойствам, микроморфологии и, как правило, по функ-

циональному назначению. Поэтому главными достоинствами таких двухслойных частиц 

являются их полифункциональность, реализуемая за счѐт разделения функций ядра и обо-

лочки, а также возможность оптимизации целевых функций их физико-химических 

свойств. Благодаря этим достоинствам твѐрдые двухслойные частицы могут быть широко 

использованы в практических приложениях, например, в качестве материала регенерато-

ров [12] или в тех случаях, когда необходимо изолировать ядра от воздействия окружаю-

щей среды [1,3,5], закрепить на внешнем слое специфические группы реагентов для 

направленной доставки лекарственных препаратов [13], интенсифицировать процессы по-

глощения и испускания энергии люминесцентными частицами [14] и др. В связи с этим 

изучение закономерностей, в частности, упорядоченного термофоретического движения 

различного вида твѐрдых двухслойных, в том числе крупных и умеренно крупных аэро-

зольных частиц, термофоретическая скорость которых одновременно зависит не только от 

газокинетических граничных условий, но и от коэффициентов теплопроводности χ1 и χ2 их 
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ядер и оболочек [3-5], представляет как научный, так и практический интерес. Но в опуб-

ликованных работах наиболее подробно было рассмотрено термофоретическое движение 

только крупных и умеренно крупных твѐрдых двухслойных сферических частиц [1,4,5]. 

Встречающиеся на практике двухслойные аэрозольные частицы могут иметь отличающу-

юся от сферической форму поверхности [1,11,15-19]. К таким частицам относятся, в част-

ности, сильно вытянутые крупные и умеренно крупные двухслойные частицы с формой 

поверхности близкой к цилиндрической. Но формулы, которые приведены в опублико-

ванных до настоящего времени работах, позволяют оценивать термофоретическое движе-

ние крупных и умеренно крупных твѐрдых двухслойных цилиндрических частиц только с 

постоянными коэффициентами теплопроводности ядра и оболочки [16]. Выведенные в 

настоящей работе формулы позволяют находить величину термофоретической скорости 

одиночных твѐрдых крупных и умеренно крупных неоднородных по теплопроводности 

двухслойных длинных цилиндрических частиц уже с переменным коэффициентом тепло-

проводности их оболочки. Проведѐнные при этом оценки показали, что зависимость ко-

эффициента теплопроводности оболочки от радиальной координаты может оказать замет-

ное влияние на термофоретическое движение двухслойной цилиндрической частицы.  

Постановка задачи 

В однокомпонентном газе в поле внешнего градиента температуры  еТ происхо-

дит установившееся термофоретическое движение одиночной твердой двухслойной уме-
ренно крупной цилиндрической частицы с цилиндрическим ядром радиуса R1. Длина ци-
линдрической частицы L много больше еѐ радиуса R2. Частица расположена перпендику-

лярно направлению  еТ . При этом неоднородность еѐ теплофизических свойств сказыва-

ется на скорости термофоретического движения частицы в наибольшей степени. Коэффи-
циент теплопроводности оболочки частицы χ2 зависит от радиальной координаты r. Его 
значения могут сильно отличаться по величине от значения коэффициента теплопровод-

ности χ1 = const ядра. На величину  еТ  наложено ограничение: 1/2   eе TТR . Движение 

частицы происходит при малых относительных перепадах температуры еТ  в еѐ окрестно-

сти. При этом газ можно считать несжимаемым, а его плотность е  и коэффициенты ди-

намической вязкости е  и теплопроводности е  
постоянными величинами. Описание 

процесса термофоретического движения проводится в квазистационарном приближении в 
силу малости времѐн релаксации температурных и гидродинамических полей [1-3,6]. 

Движение частицы происходит при малых числах Рейнольдса 1Re   и Пекле 1Pe . При 

таких числах Пекле (Ре) и Рейнольдса (Re) термофоретическое движение частиц происхо-

дит в реальных аэрозолях [1-6]. Когда числа 1Re  и 1Pe , в уравнениях Навье-Стокса и 

переноса тепла можно пренебречь конвективными членами [20], (т.е. не учитывать влия-
ние движения среды на распределения температуры, давления и массовой скорости в 
окрестности частицы). При этом, решая гидродинамическим методом задачу о термофоре-
тическом движении аэрозольной частицы, можно использовать уравнения Стокса и лине-
аризованные уравнения теплопереноса.  

Термофоретическая скорость 

При рассмотренных условиях распределения в системе частица–газообразная 

среда массовой скорости V


, давления Р и температур газа еТ , ядра 1Т  и оболочки ,2Т

частицы описываются следующей системой уравнений переноса: 

 

,0Vdiv


   VgradP e


  ,  ,0 eТ   ,01 Т     022  Tdiv ,                              (1) 

 

где символ «Δ» – оператор Лапласа.  
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Так как частица имеет цилиндрическую форму, решение системы (1) проводилось в 

цилиндрической системе координат, начало которой совпадает с центром частицы. При этом 

предполагалось, что направление оси OZ совпадает с направлением внешнего градиента тем-

пературы и скорости газа на бесконечности. 

В процессе решения системы (1) учитывались граничные условия (2)- (8): 
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где r и φ – цилиндрические координаты; VVr , - компоненты скорости газа V


 в цилиндри-

ческой системе координат; еee  /  - коэффициент кинематической вязкости; 

    


2022 / Rrr переменный коэффициент теплопроводности оболочки, 2/ RKn  .  

Граничные условия на поверхности частицы (2)-(5) записаны с учѐтом всех эффек-

тов, линейных по числу Кнудсена. В (2)-(5)   mTS CK ,0  коэффициенты теплового и изотер-

мического скольжений; BRR  ,,'  - поправки на кривизну и барнеттовское скольжение; 

Vq CC , газокинетические коэффициенты потоков тепла и среднемассового переноса, рас-

текающихся в слое Кнудсена;  0* / TSVV KCC  , 2/ Rry  , tC  коэффициент скачка температуры. 

Выражения для газокинетических коэффициентов mTS CК ,)0( , Vq CC , , BRR  ,,'  и их значения  

приведены в [3,16]. 

 В ходе решения граничной задачи (1)-(8) были получены выражения для распреде-

лений V


, Р, еТ , 1Т , 2Т
   

и, после приравнивания к нулю  полной силы, действующей на ча-

стицу, была получена формула для скорости термофореза. В результате выражение для 

скорости термофореза твѐрдых умеренно крупных цилиндрических двухслойных частиц 

было приведено к следующему виду: 
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              Формула (9) позволяет непосредственно оценивать термофоретическую скорость 

при известных χ1 и χ2(r). Она была выведена с учетом в граничных условиях всех эффек-

тов, линейных по числу Кнудсена [16]. Поэтому еѐ можно использовать при оценке тер-

мофоретической скорости и крупных и умеренно крупных частиц. 

Анализ полученных результатов 

 В работе решена задача об установившемся термофоретическом движении в одно-
компонентном газе, расположенной перпендикулярно к внешнему градиенту температуры 
газа, умеренно крупной твѐрдой двухслойной длинной  цилиндрической аэрозольной ча-
стицы с коэффициентом теплопроводности оболочки частицы, зависящем от радиальной 
координаты и постоянным коэффициентом теплопроводности ядра.  
 Найденная формула для скорости термофореза позволяет, при известных коэффи-
циентах теплопроводности ядра χ1 и оболочки χ2  оценивать термофоретическую скорость 
крупных и умеренно крупных двухслойных частиц в связи с тем, что при решении задачи 
в граничных условиях на поверхности частицы были учтены все газокинетические эффек-
ты, линейные по числу Кнудсена [6,16]. Поэтому, с помощью найденной формулы можно 
определять величину термофоретических скорости с учѐтом, в частности, зависимости ко-
эффициента теплового скольжения от кривизны поверхности, барнеттовского теплового 
скольжения, связанного с градиентом температуры, растекания молекул вдоль слоя 
Кнудсена, обусловленного неоднородным распределением температуры. 

Полученная формула для скорости термофореза при увеличении радиуса ядра ча-
стицы переходит в формулу для скорости термофореза умеренно крупной однослойной 
твѐрдой цилиндрической частицы с постоянным коэффициентом теплопроводности χ1 , а 
при уменьшении радиуса ядра – в формулу для скорости термофореза однослойной ча-
стицы с переменным коэффициентом теплопроводности χ2.  

Из формулы (9) следует, что зависимость скорости термофореза 
TU


 от коэффици-

ентов теплопроводности ядра и оболочки определяется, входящим в выражение для тер-

мофоретической скорости, скалярным коэффициентом 






 e

e

e
TT T

T
Uf


. Только этот ко-

эффициент непосредственно зависит от коэффициентов теплопроводности χ1 и χ2. Прове-
денный с помощью выражения для    (10) численный анализ зависимости скорости тер-

мофореза TU


 (9) от коэффициентов теплопроводности χ1  и χ2 ядра и оболочки, в частно-

сти, показал, что: 
1) скорость термофореза крупных и умеренно крупных двухслойных частиц может 

сильно зависеть от коэффициентов теплопроводности их ядра и оболочки (см. рис.1и 2); 
2) увеличение коэффициента теплопроводности ядра и среднего значения переменно-

го коэффициента теплопроводности оболочки приводит к уменьшению скорости термофоре-
за, а их уменьшение – к увеличению термофоретической скорости (см. рис.1,2); 

3) при увеличении радиуса ядра, влияние его коэффициента теплопроводности χ1 
на термофоретическую скорость возрастает (см. рис.1,2). При этом в случае коэффициента 
теплопроводности ядра χ1< χ2 скорость термофореза увеличивается, а при χ1 > χ2 скорость 
термофореза уменьшается; 

4) при увеличении числа Кнудсена на термофоретическое движение двухслойных 
частиц большее влияние оказывают поверхностные газокинетические эффекты.  

 



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ                Серия Математика. Физика. 2018. Том 50, № 2           157 

  
  

Кривые на рисунке 1 показывают зависимости коэффициента fT от χ1 при χ2=0,23 
Вт/м·К (оболочка из бакелита), а кривые на рисунке 2 – зависимости при χ1=1,63 Вт/м·K 
(ядро из анодного оксида алюминия) коэффициента fT от скалярного коэффициента α, 

входящего в переменный коэффициент теплопроводности     2022 / Rrr

 

с 

χ02=0,23Вт/м·K цилиндрических частиц, находящихся в воздухе с температурой Те∞ = 
20

0
С и давлением р∞=101325 Па. Сплошные линии на рисунках 1 и .2 построены при 

у1= R1/ R2= 0,8, пунктирные – при у1= 0,6.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Кривые зависимости коэффициента    от ln χ1/ χ2 при χ2 = 0,23 Вт/м·К 
и у1=R1/R2 =0,8 (линии 1, 2, 3 соответственно Kn=0, Kn=0,15, Kn=0,3), у1= 0,6 

(линии 4, 5, 6 соответственно Kn=0, Kn=0,15, Kn=0,3) 
Fig.1. Curves of dependence the coefficient      from ln χ1/ χ2 with χ2 = 0,23 W/m·К and у1=R1/R2 =0,8 

(lines 1, 2, 3, respectively, Kn=0, Kn=0.15 and Kn=0.3 ), у1= 0,6  (lines 4, 5, 6, respectively, Kn=0, 
Kn=0.15 and Kn=0.3) 

 
Рис.2. Кривые зависимости коэффициента     от переменной α при χ1=1,63Вт/м·K, 
χ02=0,23Вт/м·K, у1=0,8 (линии 1,2,3 соответственно Кn=0,Kn=0,15,Kn=0,3), у1= 0,6 

(линии 4, 5, 6 соответственно Kn=0, Kn=0,15, Kn=0,3) 
Fig.2. Curves of dependence the coefficient    on α variable with χ1=1,63 W/m·K ,  

 χ02=0,23 W/m·K, у1=0,8 (lines 1, 2, 3, respectively, Кn=0, Kn=0,15, Kn=0,3), у1= 0,6  
(lines 1, 2, 3, respectively, Kn=0, Kn=0,15,  Kn=0,3). 

 

Все расчеты были сделаны при приведенных в [2] следующих значениях газокине-

тических коэффициентов, найденных при коэффициентах аккомодации тангенциального 

импульса и энергии, равных единице: 
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Кривые на рисунке 2 построены при степенной зависимости коэффициента тепло-

проводности оболочки частицы от радиальной координаты. При этом увеличение показа-

теля степени α приводит к уменьшению среднего значения коэффициента теплопроводно-

сти оболочки.  

Следует отметить, что полученные в работе формулы могут быть использованы 

также и при оценке термофоретического движения полых и с жидким ядром крупных и 

умеренно крупных цилиндрических аэрозольных частиц.   

Заключение 

В работе проведено математическое моделирование процесса установившегося 

термофоретического движения в однокомпонентном газе твѐрдой длинной умеренно 

крупной двухслойной цилиндрической аэрозольной частицы с постоянным коэффициен-

том теплопроводности ядра и зависящим от поперечной радиальной координаты перемен-

ным коэффициентом теплопроводности оболочки. Такие частицы могут быть широко ис-

пользованы в различных практических, в том числе технических и медицинских, прило-

жениях. Проведѐнный анализ показал, что термофоретическое движение рассмотренной 

двухслойной частицы зависит и от поверхностных газокинетических эффектов, линейных 

по числу Кнудсена, и от коэффициентов теплопроводности ядра и оболочки. Это нужно 

учитывать, оценивая скорость темофореза двухслойных аэрозольных частиц в газообраз-

ных средах. 
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