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Аннотация
В работе предложена упрощенная модель образования аэрозольных частиц в грозовых облаках. 
Модель учитывает фрактальные свойства грозовых облаков, а ее решение было получено с помо
щью численных методов дробного исчисления. Построены новые профили расчетных кривых, 
которые согласуются с классической теорией коалесценции (теории Лифшица-Слезова-Вагнера).

Abstract
The paper proposes a new educational model of aerosol particles in thunderclouds. The model takes into 
account the fractal properties of the storm clouds, and its solution was obtained by numerical methods of 
fractional calculus. Built new profiles calculated curves that are consistent with the classical Lifshitz - 
Slezov-Wagner theory.
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1. Введение

Вопросам образования и разделения электрических зарядов в облаке посвящены мно
гочисленные исследования [1-10]. Хотя предложено большое количество объяснений, изу
чение закономерностей разделения электрических зарядов в облаках не закончено, и требу
ются дополнительные экспериментальные, теоретические исследования и разработка но
вых математических моделей физических процессов, приводящих к возникновению элек
трических полей, достаточных для развития молниевых разрядов.

Известно, что максимальный заряд, возникающий в грозовом облаке, обусловлен дей
ствием различных механизмов электризации, эффективность действия которых проявля
ется по-разному, в зависимости от стадии развития облака [9]. На начальной стадии разви
тия грозового облака имеет место интенсивный фазовый переход воды, сопровождающийся 
нарушением контакта на гидрометеорах между водой, льдом и воздухом, что приводит к
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электризации облачных частиц. Одним из таких переходов является процесс коалесценции 
в конвективных облаках.

В настоящее время эффективных математических моделей для описания кинетики фа
зового перехода первого рода в геофизических процессах учитывающие фрактальность об
лачной среды практически не существует, это объясняется сложной нелинейной связью 
между основными характеристиками системы. Известно, что конвективные облака обла
дают фрактальной структурой в результате слияния движущихся по определенному закону 
частиц, которые образуют кластеры. Эти кластеры можно назвать фрактальными [11] и они 
хорошо описываются с помощью аппарата дробного исчисления [12].

В настоящей работе предложена нелокальная модель процесса коалесценции в кон
вективных облаках в рамках теории Лифшица-Слезова-Вагнера. Согласно этой теории 
главную роль в процессе коалесценции играет механизм роста и растворения аэрозоля (ча
стицы), который определяет вид конечного распределения аэрозолей по размерам.

2. Постановка задачи

Рассмотрим следующую схему коалесценции, когда выпадающие частицы непо
движны и растут за счет диффузии из окружающего раствора и за счет реакции на поверх
ности аэрозоля. При определении концентрации по объемному количеству вещества, рас
творенному в единице объема раствора, диффузионный поток определяется по формуле

, ч du(r, t)q(r,t) = Л —(— , (1)
or

где Л> 0 -  коэффициент диффузии растворенного вещества, и -  концентрация насыщен
ного раствора, r - радиус частицы, t > 0 -  координата времени.

Диффузионный поток у поверхности частицы ( r = R ) совпадает со скоростью измене
ния его радиуса Л> 0

dR(t) du(r, t)
— ^  = Л— ^  . (2)

dt dr
r = R

В работе [13] с учетом значения критического радиуса R , отвечающее началу стадии 
коалесценции получено уравнение

dR(t) R
dt

1 1
R(t)lR0 R(t)

(3)

где R  - критический радиус: при R > R0 зерно растет, а при R < R  -  растворяется.
В случае фрактальной структуры конвективного облака диффузионный поток опреде

ляется согласно [12], формулой
q(r,t) = ld“tu(r,r) , 0 < а < 1 , (4)

[14]:

D >  ( r , r ) =

s i g n  ( t  -  a ) ‘̂ u  ( r ,  r )  d r

Г  ( - а )  ' “  < 0,t - r

u  ( r , r ) , a  =  0,
•з[а]+1

s i g n  ( t  -  a  ) ^ №  D *  -[a]-‘u ( r , r )  ,a  > 0 ^

где [a] - целая часть a.
C учетом (2) и (4), в работе [15] было предложено обобщение уравнения (3) в виде

d a RI, ) = R ( 0 ) I  _ ! L l  (5)
01 ( )  R (') , R. (t) R (1) ,  . ( )
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— (t )
Введем следующую безразмерную функцию u(t ) = — , тогда уравнение (5) примет

— у
вид

м > Ю  = щ { 1  — щ ) .
Решение уравнения (6) будем искать в виде

u (t) = atb,
где a > 0, b > а -1 -  параметры, которые можно определить экспериментально. 

Тогда
1 1лла b _

0t-  =' 1 , b 3,2b

(6)

(7)

(8)
a t  a t

Произведем в уравнении (6) замену производной по Капуто через производную Ри 
мана-Лиувилля с учетом соотношения (7), получим

-1 du (-) _ Л
л п а

dr Г (1 - а ) " |t-

t 1 b-1

к - -  " т . (9)

В формуле (9) произведем следующие замены: у  = - -  =  t y , d r  =  td y  .

ЛЬ С и Ъ-1+-а /л \-а  1 n t  п / и  1 \

п т а - а у  1 (1 - у )  ф = Т о а  а ) =

ЛЫЪ-а Г  (b) Г  (1 -а )  ЛЬГ (b)tЪ-а
Г (1 -а )  Г (b +1-а) Г (b +1 -а )  

Подставляя (10) в (8) получаем
ЛЬГ (b) / -а _ 1 1

Положим для простоты:
Г (b +1 -а )  aY a3t2Ъ ' 

, ч ЛЬГ (b ) ̂ -а
А (t ) = -----

(10)

(11)

(12)Г  (b +1 -а )
Приходим с учетом соотношения (11) к квадратному уравнению относительно функ

ции u (t)
A(t) u1 (t) - u (t ) + 1 = 0 .

Решение уравнения (13) имеет вид
1 ±71 -  4 A (t)

“1,2 (t) = ■
2A (t)

(13)

(14)

Необходимо отметить, что в решении (14) функция A (t) ф 0, так как t ф 0. 
С учетом соотношения (12) окончательное решение (14) примет вид

1 ±
!<1,2 (t)

1 -  4
i- а  \ЛЬГ (b) t  

Г  (b +1 -а )
ЛЬГ (b) t >-а Л (15)

Г  (b +1 -а ) ,
Отметим, что решение (15) имеет ограничение по времени t вида:

1

( Г (b +1 -а)'! Ъ-а
t  ̂ —  тт2 . ̂ a ЛЬГ (b) ^

Формула (15) представляет собой частное решение уравнения модели в теории ко- 
алесценции Лифшица-Слезова-Вагнера в режиме роста и растворения с применением дроб
ного исчисления.



С другой стороны в работе [16] предложена приближенная формула для дробной про
изводной в виде

dau (-n )
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n )' =  &  ,ua a, kdt j=0X®ja)[un- j+1 -  un-j ] + 0 (k) • (16)

В нашем случае считается возможным следующая формула
j-1

doiR (t)« BX bk [Rj_k+1 -  Rj-k ] , (17)k=0
T~°'которая является аналогом (16), где B = — -----  , а bk =(k + 1)1-a -  k1_a .

Г  ( 2 -a )
Подставив в формулу (17) уравнение (5) и после некоторых преобразований получим 

явную численную схему
Л ,  „ -1 к 1 1 Л

Rj+ 1  1 - X bk 1  -k+1 - 1 1 + 1  1 — IT  . (18)
VRPj RjJ

Формула (18) представляет собой численное решение уравнения модели в обобщен
ной теории коалесценции Лифшица-Слезова-Вагнера в режиме роста и растворения с при
менением дробного исчисления.

В работе [15] было предложено обобщение уравнения безразмерной функции (3), ко
торое можно записать в виде

dao(t) = — K—  fi -  Rc (t )  ̂ (19)
d0t"(t) Rc(‘M o I1 » (t)J , ( )

где v(t) = u (t) Rc (t).
Уравнение (19) решим с помощью конечно-разностной схемы. Для этого введем рав

номерную сетку с постоянным шагом -  на временном отрезке от 0 до T , T - произвольное 
целое положительное число. Тогда справедлива следующая аппроксимация u(t) и v(tj), где 
t< = j - ,  j  = 0,1,..., T -1 . Следуя работе [16], приближенная формула для дробной производнойj
записывается в виде

j -1

d> ( - ) ~ B X  bk [ ĵ - k + i  - v j - k  ] , (20)
k= 0

T~a
где B = y^2 ), Г (z) - гамма-функция Эйлера, а b  =(k + 1)1-a - k1_a .

Учитывая (20) из формулы (19), получим алгоритм численного решения в виде
j-1 IT ( R лv-+i =  vj - X  bk 1 + 1 1  1 +ц  1 -  • ( 2 1 )
k-1 j--cj v v- у

Формула (21) представляет собой алгоритм численного решения уравнения диффузи
онного потока в обобщенной теории коалесценции ЛСВ в режиме роста и растворения аэро
золя в облачной среде.

3. Результаты моделирования

Численное моделирование проводилось с помощью программы Maple 18.
На рис.1. показаны расчетные кривые и поверхность, определяющая изменения отно

сительного радиуса аэрозоля u(t) в зависимости от различных значений параметров t и a 
согласно формуле (15) с учетом того, что a = 0,08;й = 0,04;2 = 1, t е [0,1 ] •

Отсюда видно, что в режиме растворения и роста, образующиеся частицы, т.е. при 
достаточно малых и больших значениях и(/) ( R □ Rg, RL Rg) с уменьшением показателя а
происходит замедление процесса в обоих режимах. Это означает, что показатель а отвечает 
за интенсивность процесса.

k=1
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Так же на рисунке видно особую точку, которую можно рассматривать как аналог 
точки бифуркации. Эта точка зависит от параметров модели а, а и b, а так же является 
решением следующего уравнения

^ А Ъ Г  (b ) tb-а -  Г (b +1 -а )  а Ъ Г (b +1 -а )  _ 
 ̂ Г (b +1 -а )  аЛГ (b)

Рис.1. а) - расчетные кривые, полученные согласно формулам (15): а=0,9 (кривая 1); а=0,7 
(кривая 2); а=0,5 (кривая 3); а=0,3 (кривая 4) б) -  расчетная поверхность определяющая область 

изменения u(t) в зависимости от параметров t и а 
Fig.1. a) - calculated curves obtained according to formulas (15): a=0,9 (curve 1); a=0,7 (curve 2); 

a=0,5 (curve 3); a=0,3 (curve 4), b) - the calculation surface determines the area of change u(t) depending
on the parameters t and a

0-5 ^ " I  0.1 02 0  3 0 .4  0  5 ^  0  6 0.7 0 8 0 9 1.0

Рис.2. Расчетные кривые , полученные согласно формулам (15): a=0,9 (кривая 1); a=0,7 (кри
вая 2); a=0,5 (кривая 3); a=0,3 (кривая 4): а) - в режиме роста частицы; б) -  в режиме растворения

частицы
Fig.2. Calculated curves obtained according to formulas (15): a=0,9 (curve 1); a=0,7 (CRI-Vaya 

2); a=0,5 (curve 3); a=0,3 (curve 4): a) - in the mode of particle growth; b) - in the mode of particle disso
lution

На рис. 2 приведены расчетные кривые изменения относительного радиуса аэрозоля 
u(t) в режиме роста (рис. 2a) и растворения (рис. 2б) согласно различным значениям пара
метров t и а .

Видно, что в режиме роста и растворения при достаточно малых значениях а  расчёт
ные кривые перегруппировываются с бесконечно длинными «степенными хвостами» в ре
зультате чего происходит замедление процесса коалесценции в обоих режимах.



102 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия Математика. Физика. 2018. Том 50, № 1

На рис.3. показаны расчетные кривые, определяющие изменения относительного ра
диуса аэрозоля R(t) в зависимости от различных значений параметров t и а  согласно фор
муле (18) с учетом того, что параметры были взяты из работы [17] и а  е  (0,1].

Рис.3. Расчетные кривые, полученные согласно формуле (9) в зависимости от параметров
t и а

Fig.3. Calculated curves obtained according to the formula (9) depending on the parameters
t and a

Отсюда видно, что в режиме растворения и роста, образующиеся частицы, т.е. при 
достаточно малых и больших значениях R(t) (R  U Rg, R U Rg) с уменьшением показателя a
происходит замедление процесса в обоих режимах. Это означает, что показатель a отвечает 
за интенсивность процесса.

Видно, что в режиме роста и растворения при достаточно малых значениях а  расчёт
ные кривые перегруппировываются с бесконечно длинными «степенными хвостами» в ре
зультате чего происходит замедление процесса коалесценции в обоих режимах.

На рис.4. приведены расчетные кривые, определяющие изменения относительного ра
диуса аэрозоля в безразмерном виде ut = ui/RCJ в зависимости от времени t при различных
значениях параметра а  согласно формуле (21). Параметры задачи были взяты из работы 
[17] при а  е ( 0,1] .

«(0
300® 1̂ |

2М 

2009 

1300 
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5W

О 0J I U  I t

Рис. 4. Расчетные кривые относительного радиуса облачного аэрозоля в безразмерном виде 
в зависимости от времени t полученные согласно формуле (21) при различных значениях

параметра а
Fig. 4. Calculated curves of the relative radius of the cloud aerosol in dimensionless form depending 

on the time obtained according to the formula (21) at different values of the parameter a
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Из рисунка видно, что распределение облачных аэрозолей по размерам осуществля
ется в двух режимах: в режиме роста и в режиме растворения, что согласуется с классиче
ской теорией ЛСВ. Заметим, что в случае а  ^  0 наблюдается уменьшение масштабов про
цессов коалесценции и растворения облачных аэрозолей, так как критический радиус Rc (t), 
при котором существуют эти процессы, тоже уменьшается.

4. Заключение

Результаты математического моделирования показали, что значения функции (15) 
имеют аналогичную динамику в сравнении со значениями специальной функции типа Мит- 
таг-Леффлера. Поэтому в результате существования «степенных хвостов» в динамике от
носительного радиуса капли процесс роста замедляется. Также показано, что параметр а  в 
динамике относительного радиуса капли является параметром интенсивности, и что ее из
менение отражается на кинетике роста капель. Получено решение этой модели в явном виде 
и построены его расчетные кривые. Предложенная упрощенная математическая модель 
процесса коалесценции облачных частиц во фрактальной облачной среде, обобщающая тео
рию Лифшица-Слезова-Вагнера, может быть использована для исследования различных 
процессов в облаках.
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