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Аннотация. Вводится понятие о слагаемых векторных произведений, которыми являются первая или 
ортоположительная часть и вторая или ортоотрицательная часть; дальнейшим развитием этого понятия яв­
ляется представление о сопряженных векторах, векторном дифференциальном поверхностном операторе, 
поверхностном градиенте, производной по поверхности, поверхностных дивергенции и роторе. Рассматрива­
ются поверхностные функции, их поверхностное дифференцирование и интегрирование. Показаны особен­
ности поверхностных функций, для которых все слагаемые являются функциями не менее чем двух перемен­
ных, кроме того, поверхностные функции имеют смешанные частные производные второго порядка, при 
этом, по крайней мере, одна из смешанных частных производных второго порядка от любого слагаемого не 
обращается в нуль. Доказывается теорема о восстановлении поверхностной функции по ее поверхностному 
градиенту. Вводится понятие о линейной комбинации координат и ее делении на вектор, нулевом и мнимом 
нулевом векторных операторах, псевдовекторах и комбинированных векторах. Приведен ряд разложений с 
использованием введенных операций.

Resume. We introduce the notion of the terms of vector products, which are the first or ortopolozhitelnaya part 
and the second part or ortootritsatelnaya; further development of this concept is the notion of conjugate vectors, vec­
tor differential operator of the surface, the surface gradient, the derivative on the surface, the surface divergence and 
rotor. Treated surface functions, their surface differentiation and integration. The features of surface functions for 
which all terms are functions of at least two variables, in addition, surface features have mixed partial derivatives of 
the second order, with at least one of the mixed partial derivatives of second order of any term does not vanish . We 
prove a theorem on the restoration of surface features on its surface gradient. We introduce the notion of a linear 
combination of coordinates and its division by a vector zero and zero imaginary vector operators, pseudo and com­
bined vectors. Is a series of expansions using these operations.

Ключевые слова: слагаемые векторных произведений, сопряженный вектор, векторный дифференци­
альный поверхностный оператор.

Key words: : items of vector products, conjugate vector, vector differential surface operator.

В веден и е

Работа посвящена рассмотрению ряда операций на пространстве гладких функций и век­
торных полей в □ 3. В качестве исходного пункта могут выступать нулевые величины. Их можно 
условно разделить на две категории. К первой категории относятся величины, содержимое кото­
рых "пусто". Ко второй -  состоящие из величин, сумма которых равна нулю. К последней катего­
рии относится векторное произведение оператора Гамильтона (набла) на самого себя. При этом 
использование взаимно противоположных компонентов этого произведения создает определен­
ные перспективы, в частности, развития элементов поверхностного векторного анализа. К таким 
элементам могут быть отнесены векторный дифференциальный поверхностный оператор, поверх­
ностный градиент, производная по произвольной поверхности, поверхностные дивергенция и ро­
тор, являющиеся аналогами соответствующих величин первого порядка [l; 2]. Названные опера­
ции относятся к поверхностному дифференцированию, которое можно рассматривать в качестве 
обратной задачи к поверхностному интегрированию. Перечисленные операции могут использо­
ваться для получения разложений ряда векторных представлений второго порядка, часть которых 
имеет аналоги первого порядка. В ряде случаев для этого придется прибегнуть к специальным ме­
тодам, таким, как сопряжение векторов, использование линейной комбинации координат, ее де­
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ление на вектор, введение нулевого и мнимого нулевого векторных операторов, псевдовекторов и 
комбинированных векторов.

1. С л агаем ы е в ек то р н ы х  п р ои звед ен и й

Для векторов G  и Н имеет место операция векторного произведения
G х Н = {(, Н : - С , Н у)\ + { ( г Н у - GxH  _) j + (G H v - G H r)k .

Его можно представить в виде:
G x H  = (G Н  i + G Н  \ + G Н  k ) - ( G  Н  i + G Н  \ + G Н  к) .\ у  z  z  х о  х  у  ! \ z  у  х  z o  у х !

О п р еделен и е 1.1. Операция G х, Н := GVHA + G.H J + GXH Vk

называется первой или ортоположителъной частью векторного произведения G x H  векторных 
полей G = Gvi + Gv j + G_ k и H = 11, i + II t\ + IIM .

О п р еделен и е 1.2. Операция G хп H := H xl G = G=Hyi  + GxH J + GyHxk  

называется второй или ортоотрицателъной частью векторного произведения.
Очевидно, что G x H  = Gxj H -H x j G  = Gxj H - G x n H.
Все вышесказанное справедливо и для ротора.

дМ  дМ  Г'/,
О п р еделен и е 1.3. Операция rot,M := Vx, М =  - i н   j н--- к

ду dz дх

называется первой или ортоположителъной частью ротора rotM векторного поля
М = М хi + M J +ММ .

i'M , дМ  дМ  
О п р еделен и е 1.4. Операция rot„M := V хп М = ---- - i +----- j+ -
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dz дх dv
называется второй или ортоотрицателъной частью ротора rotM .

Очевидно, что rotM = rot,M- rot„M или V х М = V Xj М -  V хп М .

2. С оп р я ж ен н ы е век то р ы

О п р еделен и е 2.1. Операция G x * H := G x ,H -H x IG = G x IH + G x IIH 
называется сопряженным векторным произведением векторных полей G  и Н.

О п р еделен и е 2.2. Операция rot*M := rot,M + rotnM или V x  M  = V x : M  + V x n M  
называется сопряженным ротором векторного поля М.

V x * V  д 2 д 2 д 2О п р еделен и е 2.3. Оператор Vs : = V х: V = V хп V = --------= ------i +------j +------k
2 dydz dxdz dxdv

называется векторным дифференциальным поверхностным оператором.

3. П овер хн о стн ы й  гр ади ен т и  п р ои звод н ая  по п о вер хн о сти  

О п р еделен и е 3.1. Вектор

, rr, „  rr, d2w . d2W . d2W , , ,
grad s W := V #  = — —  1 + — —  j +^— ~ k  ( 3 .1 )

dydz dxdz dxdy

называется поверхностным градиентом функции W.
По аналогии с производной по направлению вычисляется производная по поверхности

(/;'// , , Г II Г II Г II „ , ,
— — := ( в г а а Л 1  ) - n = --------cosmH cos\i/H c o s 0 .  (3 -2 J
da V ’  dydz dxdz dxdy

Здесь n = icoscp+jcos\|/+kcos9  -  поле единичных нормалей поверхности дифференцирования.

Т еор ем а  3.1. Производная функции W(x,y,z) (скалярного поля) по некоторой поверхно­
сти равна проекции поверхностного градиента на единичный вектор нормали к этой поверхно­
сти
(в соответствующей точке).

— = |grads w\ cos (grads W, n ) .
da



Справедливость этой теоремы непосредственно вытекает из (3-2.).
С ледст вие. Поверхностный градиент скалярного поля равен по величине производной 

поля по поверхности, для которой эта производная (в соответствующей точке) является 
максимальной, и совпадает по направлению с единичным вектором нормали к этой 
поверхности.

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ | I Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46

max

О п р едел ен и е 3 .2 . Функция U{x, у, z), для каждого приведенного слагаемого которой 
найдется смешанная частная производная второго порядка, не являющаяся тождественно нулевой 
функцией, называется поверхностной.

Число слагаемых поверхностной функции не ограничено.
Т еор ем а  3.2. Поверхностная функция U(x.y.z) может быть восстановлена по ее по­

верхностному градиенту G  в соответствии с формулой:
U = || Gxdydz + 1|  Gydxdz + | | G_dxdy -  2V =

= Px(x, у, z) + P2 (y, z) + Q  (x, y, z) + 02 (x, z )+ (x, y,z)+R2 (x, v) -  2V .

При этом V = Pl =Ol =Rl , & интегралы понимаются как повторные неопределенные с нуле­
выми аддитивными составляющими.

Доказательство
dGx дъЦ dGy dGz
дх dxdydz dv dz

(3 -3)
U можно искать в виде:

U = | | Gxd\>dz + 1| Gvdxdz +1| G:dxd\> + f  (х, v, z ) .

При этом
|| Gxdydz = Pl ( x , y , z ) + P2 (y , z ), ||  Gydxdz = 0 l (x,y,z)  + 0 2( x , z ) , || G.dxdy = Кг(х, y,z)  + R2 (x, v ) ,

53 т 7 dGt д'Р, a3 Г, , , dGy д30 , a3 Г, , , dG. d %
----  Gdvdz = — — = ----------!— ,   Gdxdz =    = --,   G_dxdv = — -  = ------ — ■
d x d y d z d x  dxdydz d x d y d z d y  dxdydz d x d y d z ' dz dxdydz

С учетом (3.3) I\ = Ot = Rt = V(x.y.z). Тогда f(x.y.z) = -ТУ . При этом

d 2U d 2
dydz dydz

ĵ ll Gxdydz + || Gydxdz +1| G_dxdy + f  (x, y, z) J :

Gx +-^— [Й + Q2(x,z) + R1 + R2 (x,y) -  21'] = Gx . 
dydz

Аналогично d 2U/(dxdz) = G , d2u/(dxdy) = G_. Теорема доказана.

З а м еч а н и е l .  Равенство нулю аддитивных составляющих повторных неопределенных 
интегралов вытекает из того, что в поверхностных функциях соответствующих слагаемых нет.

З а м еч а н и е 2. Поверхностная функция может быть восстановлена по ее поверхностному 
градиенту и с помощью поверхностного интеграла, однако это решение может оказаться более 
громоздким из-за необходимости определения поверхности интегрирования. Кроме того, при по­
верхностном интегрировании могут появляться константы и функции одной переменной, вслед­
ствие чего возникает необходимость прибегать к их отбрасыванию, т.е. к произволу.

П ри м ер . grads U = (зг2 "r li + — -sin(x + z) j + f 2.v - 4 l
1 У ) .V 1 v J

1 XZ XZ . , \ , XZ „ XZ , XZ . , \ ,
U = VZ~ Н 1 hsin(x + z) + xv- н------ 2 —  = vz~ н bsin(x + z) + xv~.

V V V V ' V

4. П овер хн о стн ая  д и вер ген ц и я  и  п о вер хн о стн ы й  р ото р

В (3.1) имеет место произведение вектора Vs. на скаляр W . Могут быть рассмотрены ска­

лярное и векторное произведения V s на вектор М
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О п р еделен и е 4.1. Операция di\\. М := Vs • М =
Г Л/. д 2М  Г Л/.

dydz dxdz dxdy 
называется поверхностной дивергенцией векторного поля М.

О п р еделен и е 4.2. Операция

rotsM := Vs xM  =
f d 2M . д 2М Д ( d 2M x d 2M A .  ( d 2M v d 2M  Л

dxdz dxdy
1+ -

 ̂ dxdy dydz J + dydz dxdz

называется поверхностным ротором векторного поля М.
д  М . . ЗА/,. <52М„

О п р еделен и е 4.3. Операция rots ,М := Vs х, М = — — — Lj +
dxdz dxdy dydz

называется первой или ортоположителъной частью поверхностного ротора rots М .

d 2M  „ d 2M . d М,.
О п р еделен и е 4.4. Операция rots ПМ := Vs хп М = ----- - i + — :—L j +

dxdy dydz dxdz

называется второй или ортоотрицателъной частью поверхностного ротора rots М .

rotsM = roh ,М -  rots п или V, х М = V s. Xj М -  V s. хп М .

О п р еделен и е 4.5. Операция rot*М := rotv ,М + rotv „М или Vs х* М := Vs х, М + Vs хп М 

называется сопряженным поверхностным ротором векторного поля М.

5. Н ек о то р ы е ф ор м ул ы

Vs (аГ’ + р W) = aVsF + PVSJV (а = const, р = const).

V s - ( а Е  + P F )  = a V  s -E + pV x - F  . V x x ( a E  + p F )  = a V x x E  + p V x x F  .

d4 d 4 d4    „  _ d3
A = V e • V e =-

dy2dz2 dx2dz2 dx2dy2 

d I d 2 d 2

V - V e ее V e -V = 3-
dxdydz

V x  V s = x V = —  I |i + —  —т ]  j + — (— ;---- —т  I k .
d x {d y 2 dz2 J  d y { d z 2 dx2 ] d z {d x 2 dy2

V x: =
a3 a 3 a3

dxdy2 dydz2 dzdx2
-k . V xn Vs =■

a3 a 3 a 3

A JV
r a 4

Ч dy-dz2 dx-dz2 dx-dy- 

As ( a  V + P W ) = a A sV + pASW .

dxdz'  dydx- dzdy"

li ' ix .y .z )  = divxgradx W = Vs Л .11 .

ASF  = AsF r i + V \ . i  + •

-k .

( УЛ. ) »
d'll'

= V ■ V J F  = divgrad,, W = V s ■ VW = div^gradH7 .
dxdydz

( V - V s )(otF + pFF) = a ( V - V s ) F  + p ( V - V s )FF.

(v-vs)(vw) = [(v-vs)v ]w + v v - v sw + vw -vsv+[(v-vs) w ] v .

( V - V X) F  = ( V - V x )Fvi + (V  • V ,  )Fvj + (V  • V ,  )F_k .

w  d f d 2W d 2I f ) .  d f  d 2W d 2W ) .  d f  d 2W d l l '  . 
(Vx Vs) W s  |i+ — I — | j +- |   r- lk =

dx  ̂ dy" dz '  j  dy  ̂ dz '  dx' J  dz {  dx '  8y

V x V s.W = rotgrads W = - V s. x VW = -  rot s.grad W .

d
( V x V s ) - F  = - ( V s x V ) - F  = - ^  d ' F " д ' Е ' Л

v dy2 dz2 ,

( d2F„ d 2F„ d f  d 2F_ d 2F_

dy

ч2 w N\ 
 y_
dx2 dz I dx" dy"

( V x V s ) x F  =

divrots F = V-(VS xF) = -divsrotF = -V s -(V x F ).

d 2 f  dFr dF_d2 ( Щ  | dFz \ d 2 ( dFv | dFz

dydz [  dy dz J  dx2 [  dz dy
1 +

d I dFr dF_

dxdz \ dx dz J  dy~  ̂ dz dx
J +

a! 1
dFx +i ) ' dFx +^ ) 1

dxdy dx Sv J dz dx J
k = V x ( V s x F ) - V s x ( V x F )  = Vs ( V - F ) - V ( V S -F)  .



graddivs F = V (Vs • F) = Vs х (V х F) + (V • Vs ) F . gradsdiv F = Vs (V • F) = V х (Vs х F) + (V • Vs ) F .

gradsdivs F = Vs (Vs -F) = V! x (V! xF) + A!F . rotrot, F = V x(V s xF) = Vs (V -F )-(V -V S)F .

rotsrotF = Vs x(V xF ) = V (V s •F )-(V -V S)F . rotsrots F = Vs x (Vs x F ) = Vs (Vs • F ) -  ДSF .

rotsgrads W = Vs x VSW = 0 . divsrots F = Vs ■ (Vs x F) = 0 .

VS(VW) = WVSV + VVSW + VVx" VW . Vs (HF) I ГУ,  • F + (VSW)- F + VW ■ (V x* F ) .
Известные методы не позволяют получить аналогичные формулы для выражений 

VS(F -G ), Vs -(F xG ), (G-Vs )WF , Vs x (WF) , Vs x (F x G ), (G-VS)F , As (VW). Для их получения, a

также для решения других задач существующий арсенал средств операций с векторами может 
быть расширен за счет введения в рассмотрение линейной комбинации координат и ее деления на 
вектор, нулевого и мнимого нулевого векторных дифференциальных операторов, псевдовекторов 
и комбинированных векторов.

6 . Линейная комбинация координат

В результате операций над векторными функциями, например, скалярного произведения, 
взятия дивергенции и т.п. появляются скалярные функции вида

wc ={wx+wy+ws)c . (6.1)

Такая функция называется линейной комбинацией координат. Ее особенностью является 
то, что подобные, входящие в состав слагаемых Wx , Wv , W_, не приведены.

П р и м ер  6.1. Wc = F r G = (xv2zi + vz2j + _vk)r (zi + xvj + zk) = (xv2z2 + xy2z2 + vz)

-  линейная комбинация координат, a W = 2xv'z1 +yz -  линейной комбинацией координат не яв­
ляется.

Здесь и далее волнистой чертой помечена операция, результатом которой является 
сумма с неприведенными слагаемыми.

Может быть введена операция деления линейной комбинации координат на вектор.
W , (Wx +W +W.)  /г II' If

F = —^  = Wc ■ G = -^ ---- ----- :A l  = !L4 +_ l  j+ b - k .  (6-2)
G GJ + G J + G.k Gx Gy Gz

Действительно,

F G  =W  , F G  = W  , F G  =W  , F  = —  , F  = — , F = ^ ,x x  x  > У У У ? z  z  z  > x i > У * z Г"1(jГ, (jr

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ | i ^ p .  I Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46

" l l \ . II' , . II'.. '—- i  I — k
Gx Gy G_

■(GIi + G J + GIk) = Fc .

Wc , в отличие от W, содержит информацию, достаточную для восстановления одного из
векторов-сомножителей при известном другом.

F G {F,G,+FyGy + F G z) F G  f vGv . F.G.
 = ----------------------- —  = д д1+—— - i +  ~ ~ k = F .

G Gvi + Gv j + G_k Gx Gy Gz
П р и м ер  6.2. См. данные примера 6.1.

(:xy2z 2 + xy’2z 2 + vz) -  .2 -  .2„  , - - - ,r  xv z  . .rv' z . vz.
F  = -------------------------------— = —------- 1 + —------- j  + -— k  = xy'zi + vz ' j  + vk .

zi + xyj  + zk z xy z

Линейную комбинацию координат можно делить на любой вектор, а не только на один из 
сомножителей, которые ее образовали

F G (FxGx +FyGy+FzGz) F G  FVGV . f.G .
 = -------------------------- — = i+ ——- i +  * * k.

H Hxi + H j + H zk Hx Hy Hz

tt ti ('xУ z + ^  z +-vz)c xv'2 z2 . xv'2z2 . vz 2 z2 .П рим ер  6.3 . F  = v 0.------ :------'f- = ' , , l +   j + ̂ — k = ---- 1 + xyzj + k
0,5.vv"i+vzj+vzk 0 ,5.vv" vz vz x

Зам ечание. В общем виде линейная комбинация координат имеет вид

^ = ( а Г г + р ^ + у Ж )с ,



где а , Р , у - постоянные коэффициенты. Последнее выражение может быть получено из (6.1) 
следующим образом

К  = . Wc ~(°й  + Pj + у k )  = ( r vi  + r vj  +  r _ k ) ^ ( a i  + |3j +  Y k W a ^ + p Wv+yW__) .
i + j + k  \ - / \ - /с

7. Нулевой векторны й оператор

Может быть рассмотрена следующая задача. Имеются две линейные комбинации коорди­

нат Wc и Vc . Найти формулы, связывающие Wc и Vc с выражениями (WXVX + WrVr +ЩК) с и

Для решения этих и подобных задач может быть введен нулевой векторный оператор
W  8 . 8 . 8  . . .
V o = — 7 I  +  — 7 J  +  — =  I + J  +  k  •

дх° ду° dz
Верхние индексы «о» в выражении означают частные производные нулевого порядка, т.е. 

производные берутся ноль раз.
Некоторые свойства.

V0U = Ui + Uj + Uk.
Эта величина может рассматриваться в качестве нулевого градиента G 0 функции U. 

G0=grad0f/ = V 0f/

Vo^=Fc={F,+Fy+ F jc -
Эта величина может рассматриваться в качестве нулевой дивергенции векторного поля F. 

div0F = V 0 r F

V 0 x F  = (Fr - F y)i  + (FX- F : )j + (Fy - Fx) k .

Эта величина может рассматриваться в качестве нулевого ротора векторного поля F. 
rot0F = V 0 х F .

V 0 • (V 0 x F) = div0 (rot0 F) s= 0 .

ИЗ (6.2)

= Vq1 • (n\ + II\ + 1Г. ) = WJ + II J  + ll'.k = W .
0̂
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\ ; (N •» ) » • v -1 -(v 0^f ) = f . v -1 -(v 0^v 0) = v 0.

v o-v s = — +— +— • v - ‘ -(Vo ^ vs) = v s . V v = ^ + ^ - + J ;-
dydz dxdz dxdy dx dy dz

V 01 -(V0^V) = V .  v - 1 .A = ^ i  + ̂ j  + ^ k .  V 0.(V01 -A) = A.
ox dy dz

V t x V s = [ — ------- — l i  + Г— ------- —̂ l j  + f — ------ — I k .
dxdzJ у dydz dxdy J  ^dxdz dydzJ

V x* V
V X V = V  x V = — ------ -  = Vv 0 Л 1 v 0 v 0 A II v 0 2  0

Возвращаясь к задаче, приведенной в начале параграфа,

("\1\ + ч\1\ + ю ;) = (V • я с  )--(\ ■ г с ) ,

= v 0- [ (v -1 - ^ j x . ( v - 1 -vc ) ] .

Таким образом, применение нулевого векторного оператора позволяет решать подобные
задачи.

Представление полного дифференциала функции с помощью векторных операторов



dll' dll' dll' ,
d W =  dx +--- dv +------dz = (VW)-(V^-dSJ.

dx dy dz

Здесь dS1 -  полный дифференциал элементарной симметрической функции .S', = x + y + z .
С помощью нулевого векторного оператора можно, например, преобразовать вектор в ли­

нейную комбинацию координат, выполнить некие операции, а затем результат преобразовать об­
ратно в вектор. И наоборот, сначала линейную комбинацию координат преобразовать в вектор, 
выполнить векторные операции, а результат преобразовать в линейную комбинацию координат.

8 . Мнимый нулевой векторны й оператор

Может быть рассмотрена следующая задача. Имеются линейная комбинация координат 
Wc и вектор F . Найти формулу, связывающую Wc и F с выражением FxWvi + FvW.\ + F.W^l. Для 

решения подобных задач может быть введен мнимый нулевой векторный оператор

{v°}={JH ■+к 7,'}+{^ k}={i}+{j}+{к} ■
Его главное отличие от оператора V 0 заключается в том, что псевдоорты (мнимые орты) 

{i} , {j}, {к} с ортами i , j ,  к не взаимодействуют, а взаимодействуют только с псевдоортами. По­

этому правила применения оператора {V0} по отношению к векторам такие же, как и оператора 

V 0 в отношении линейных комбинаций координат.

Некоторые свойства {V0}.

{V0}f/ = f/{i}+f/{j} + f/{k}.

Эта величина может рассматриваться в качестве мнимого нулевого градиента {G0} функ­
ции U. {G J = {grad0f/} = {V0}U .

Wr
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,v , Л ; •(//; +w y +wz)c = r v{ i } + r v{ j } + r ={ k } .
0 >

{V„} - ({V-1} • Wc ) = Wc ■ {V-1} • ({■V0} T {v 0}) = {V0} .

 ̂= {V0' }• F = Fvi{i} + F Tj{ j}  + F_k{k} . {V o} • ({Vj1} • F ) = F .

{V„} X ({V-1} • F) = (F_k -  Fy j)  {i} + (Fxi -  F k) {j} + (Fv j  -  Fvi) { k } .
2̂ 2̂ 2̂

{ V ^ } - V s = —  i{i}  + — j(j} + ——  k{k}. {V „ } - ( { V - 1} - V S) = V S .
oy oz  o x o z  oxo y

{V„} X ({V-1} • v s ) = f -1 — k - 1 — j l  {i} + {-1 — i — —  k l {j}  + f -1 — j — ^— i l { k } . 
V '  [dxdy d x d z )  \dydz dxdy )  [avSz dydz )

{ V o‘ } •v  = »{»} + ̂  j {  j }  + ̂  k ( k > • { V „ } - ( { V - } - V )  = V .
o x  o y  OZ x 7

{ V o‘ } ' A  = | j ( i}  +  j> +  | r ( k }  • ( V 0}• ( { V 0‘ }• Д ) = Д .
o x  o y  OZ

{v 0} x «V-1 > • a) =(i i  - i O  {i>+ -  i l l  {j>+ -  i l l  {k>.
dz2 d y - )  l^ x2 dz2 )  l^y2 dx2 j

d2 . a 2 f a 2 , a 2 .  f a 2 . a 2
! V , ! 4 ! V ; ' i ( v , - ' ^ ) ] . ^ k - | 7 j j l . i  + ^ , - ^ k j ! 1i + [ | 7 1 - ^ ,j ! k i .

{V„} • [{V0} X ({V-1} ■■ Wc )] = 0 . {V0} X ,  {V0} = {V0} x n {V0} = {V°}X2 {v °} = {V0}.

Возвращаясь к задаче, приведенной в начале параграфа,

FxWy\ + FyW:j + F:Wxk  = {V0}• [({V-1}• F) x, ({V-1}?WC)] .



в  г  = в ! - ь — .

Таким образом, применение мнимого нулевого векторного оператора позволяет решать 
подобные задачи. Другими словами, применение {V0} позволяет сохранить орты исходного вектора.

9 . Псевдовекторы  и комбинированны е векторы

Применение мнимого векторного оператора приводит к появлению псевдовекторов. В 
частности, {i}, {j}, {к} являются псевдоортами.

О пределение g .i. Псевдовектор -  это скаляр, в котором содержится информация о 
включенном в него векторе.

Псевдовектор может быть обозначен следующим образом:

-4l,!=-4{ ^ =^ p' i+p’i+pik!'
Из представленных выше выражений значительная часть является комбинированными 

векторами, т.е. сочетаниями векторов и псевдовекторов.
Комбинированный вектор может быть обозначен следующим образом:

[ P ] _ F

[p J f

Нижний индекс содержит информацию о направлении вектора, верхний индекс -  инфор­
мацию о направлении псевдовектора.

При выполнении операций с комбинированными векторами орты взаимодействуют с ор­
тами, а псевдоорты -  с псевдоортами. Орты и псевдоорты между собой не взаимодействуют.

При умножении комбинированного вектора на другой комбинированный вектор могут 
использоваться следующие четыре формы записи операций умножения:

It ( Л It It ( -V It It ( -V It It / -V It
, {-}x , {x} - , {xj x .

Действие знака произведения, расположенного в скобках, распространяется на псевдо- 
векторные составляющие комбинированных векторов, а расположенного за скобками -  на век­
торные.

П рим ер 9.1. (и, {i}j + /г, {jjk + w, : k: i) {•} х ( г , : i: к + г, ; . j ; i  + к  {к} j) = ir.r.i + wyv j + w j :  к .
При перемножении псевдовектора и комбинированного вектора нет необходимости раз­

мещения знака произведения в скобки. Очевидно, что знак произведения " • " или " х " в этом слу­
чае распространяется на псевдовекторные составляющие.

Величина div0 {F} = {V0} • {F} = (Fx + Fy + F: )c

может рассматриваться в качестве мнимой нулевой дивергенции мнимого векторного поля {F}. 
Она совпадает с нулевой дивергенцией векторного поля F.

Величина rot0 (Fj = {V0} х  (Fj = (F: -  Fy ) (ij + (Fx -  F: ) {jj + (Fy -  Fx) {kj

может рассматриваться в качестве мнимого нулевого ротора мнимого векторного поля {F}.
{V0} • ({V0}x {F}) = div0{(rot0{F})} -  0 .

С помощью мнимого нулевого векторного оператора можно преобразовать вектор в ком­
бинированный вектор, выполнить некие операции, а затем результат преобразовать обратно в век­
тор. И наоборот, сначала комбинированный вектор преобразовать в вектор, выполнить векторные 
операции, а результат преобразовать в комбинированный вектор.

ю .  Н екоторы е формулы (продолж ение)

Vs (F • G) = V ,1 • {[ V ,1 • ( ■ F)] v G + [ V0[ -(V., ~G)]~f } +

G xj (Vs xF) + Fx, (Vs xG ) + (Vx, F)x, (V xn G) + (Vx, G)x, (V xn F) + 

{V 0 }-{[K 1}-(V-F)]XI[{V^1}.(VXG)] + [{V-1}.(V^G)]XI[{V-1}.(VXF)]}.

V s , ( F x G )  = G -  ( V s x F ) - F - ( V ! x G ) - ( V x i F ) - ( V x ii G )  +

(Vxn F)-(Vx, G) +V0 .{[V-1 -(V ^ F flx fv-1 -(V-G)]} .
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(G • Vs )WF = F(G • VSW) + W( G • Vs )F +

{{V-1} • [G x* (W )]} • [{V-1 }-(V r F)] + [G x* < y w j]  хп (V x F ) .



При этом

{{V-1} • [G х* (W ) ] }  • [{V-1 }-(V~F)] = V-1 • { [G х* (W ) ]  ̂  [ у -1 • (V ̂  F)]}  .

[ G x *  (VW )] хп (V х F )  = [G х, (VW )] хп ( V x F )  + [ G x n (V fT ) ] x n ( V x F ) .

V s x (fPF) = V,/r  x F + ll \\, x F + [{V 0' } • ( \ l l )  • {{V0} x [ { V ^ } - ( V TF)]} +

(Vxj F)x, VW+VWxn (Vxn F ) .

Vs x(FxG) = (G-Vs) F - G ( V s . F ) - ( F - V s)G + F(Vs .G) +

{v -1}-(v ^f ) { { v -1}-(v x * g ) ] - { v -1}-(v * g ) { { v -1}- (v x * f ) ]+

(Vx, F)x(Vx, G) - (Vxn F)x (Vxn G ) .

(G  • V s )F = ( {V - 1} • G) • ( {V -1} • V ,  • F )+  G  хп ( V ,  x F )  = V -1 • { G  V - 1 • ( F ) ] }  + G  x п ( V,  x F)

А, (ПГ ) = (A SV)JF + (A SWW + I.VJ' i  • (VSW) +

2VV  -(v  x* VsW) + 2VW  • (V x* VSF) + V0 • [(v~ ‘ • AV) x* (V,;1 • Д f f ) ] .

Без применения "расщепления" векторных произведений на слагаемые, сопряжения век­
торов, использования линейной комбинации координат, ее деления на вектор, введения нулевого 
и мнимого нулевого векторных операторов, псевдовекторов и комбинированных векторов полу­
чить представленные выше разложения было бы невозможно.

Зам ечание. Несмотря на то, что в некоторых приведенных разложениях использован 
мнимый оператор {V0} , разложения сами по себе являются "чистыми" скалярами или векторами.

11. Н еко то р ы е ф и зи ч ески е и н тер п р етац и и

Если в некоторой области среды (поля) объемом V  определена функция мощности, скон­
центрированной в этой области,

г V X

P(x,y,z) = H Ipdv =| cfo| Л"| p(x,y,z)dx ,
>' =o >o -S)

где p(x, y, z) -  объемная плотность мощности, то поверхностный градиент от этой функции пред­
ставляет собой вектор Умова (вектор Умова-Пойнтинга для электромагнитного поля), т.е. вектор 
скорости движения энергии через единицу поверхности.

U = grad,/J(x. у, z) = VsP(x, у, z ) .

Производная функции мощности P(x,y,z) по некоторой поверхности с единичным векто­
ром нормали п представляет собой количество энергии, проходящей через единицу площади этой 
поверхности в единицу времени.
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dsP
= gradsP-n = VSP -n = U-n .

da
Пусть в некоторой области поля гравитации (или электростатического поля) для пробной 

массы (или электрического заряда) определена функция пространственного распределения сил 
F(x,y,z), действующих на нее (на него) со стороны поля. Тогда поверхностная дивергенция век­

торного поля F(x,y,z) представляет собой объемную плотность энергии гравитационного (или 
электростатического) поля в рассматриваемой точке.

ДЕ
div,,F = V , - F = lim  .

* * ДГ—>0 Ду

Если для излучающего диполя с электрическим моментом р известна функция простран­
ственного распределения производной напряженности электрического поля по времени 
dE/dt(x,y,z) , то величина Д |pf, |rots. dE/dt представляет собой вектор Умова-Пойнтинга в рассмат­
риваемой точке.
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А \r°ts ~dt = А\^ Vs * ~dt = U(X’У’ ’ 
где А -  безразмерный коэффициент.

З акл ю чен и е

Основным результатом работы является «расщепление» векторного произведения на две 
части -  ортоположительную и ортоотрицательную. Это позволяет, в частности, в случае векторно­
го произведения вектора на себя самого из нулевой величины, которой является это произведение, 
«извлечь» две ненулевые. Применение этого приема к векторному произведению оператора 
Гамильтона (набла) на себя самого приводит к появлению векторного дифференциального 
смешанного оператора второго порядка, являющегося ключевым элементом при определении 
понятий поверхностного векторного анализа -  поверхностного градиента, поверхностной 
производной по направлению, поверхностнных дивергенции и ротора.

Введенные элементы поверхностного векторного анализа, в частности, расширяют арсенал 
средств для исследования физических полей, в том числе, определения вектора Умова как поверх­
ностного градиента от функции мощности, объемной плотности энергии силового поля как по­
верхностного дивергенции от функции пространственного распределения сил и т.д.
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