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Аннотация
В статье рассматриваются рассматривается класс $  антисимметричных матриц .'/ фиксированной размерно
сти, которые допускают приведение к канонической матрице, определяющей симплектические матрицы той 
же размерности, посредством ортогонального преобразования подобия. Доказывается теорема о характери
зации этого класса.

Resum e
The class of antisymmetric matrices J  with fixed dimension $11$ which to reducing to the canonical matrix that de
termines symplectic n x n  -matrice by an orthogonal transformation is under consideration. It is proved the statement 
that characterizes this class.

Клю чевы е слова: симплектические матрицы, ортогональные матрицы, кососимметрические матрицы. 
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Введение
Ранее в работе авторов было введено понятие о симплектических динамических системах 

[l] в вещественном евклидовом пространстве. Такими системами X = F(A') были названы такие 
четномерные системы, у которых определяющий каждую из них диффеоморфизмом F: R ' i—> R ' 
имеет вид

FQO = ( J  (X). V )) НС?), (1)
где функция Н: R 2" i—> R является дифференцируемой и матриц-функцией ;/• R 2" ь-» R 2" х R 2" при
нимает такие матричные значения, для которых в любой точке X  е R  JI справедливы тождества ;/- 
(X) = —1, J 1 (х)= - j  (х). Важность класса таких динамических систем связана с тем, что они допус
кают преобразование в гамильтоновы системы посредством некоторой неканонической замены 
переменных (см.[2]).

При общем анализе таких систем, данном в упомянутой публикации, существенно исполь
зовалось следующее утверждение

Теорема. Для любой вещественной матрицы J, удовлетворяющей тождествам
J - = - 1, Р = ~ 0 -  (2)

существует такая ортогональная матрица Y, YYr = YrY = 1, что матрица;/ представляется формулой 
J  = Y ! Y T

Здесь посредством с) обозначена каноническая 2п х 2« -матрица

. - I ?  - г 1. СЙ
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(жирным шрифтом обозначены, соответственно, нулевая и единичная п х п -матрицы) посредст
вом которой определяются так называемые симплектические матрицы м, то есть невырожденные 
матрицы, удовлетворяющие тождеству с) = мг с) м.

Введем класс S всех вещественных антисимметричных матриц J  = Y i  Y7, каждая из которых 
определяет симплектическую структуру, которая обладает тем специальным свойством, что она 
приводится к каноническому виду посредством преобразования подобия, связанного с ортого
нальной матрицей Y. В силу сформулированной теоремы, класс всех таких матриц полностью ха
рактеризуется дополнительным тождеством j- = —1.



Настоящее сообщение посвящено доказательству сформулированной теоремы.

2. Класс s

Теорема 1. Порядок $п$ всякой вещественной матрицы с) е  S является четным числом и 
ей соответствует пара взаимно ортогональных пространств L ±, /. © /. = R " с размерностью п / 2 
таких, что всякий вектор g е L+ является собственным с собственным числом + г.

Из равенства у  = —1 следует, что
det j- = (det j)2 = ( - 1 ) ” .

Так как J  вещественная матрица, то п четно.
Так как j  - антисимметричная матрица, то она имеет полный набор собственных взаимно 

ортогональных векторов g 7 с соответствующими каждому из них чисто мнимыми собственными

числами iXj , Xj е □ , j  = 1-7- п. Тогда для каждого собственного вектора g 7 имеем

3 gj = M jgj, - gj = 3  gj = Mj 3 gj = -X jg j,

то есть Aj = 1, Я;- = ±1.

Пусть кратности собственных чисел +/ равны, соответственно, и+. Ввиду антисимметрично
сти матрицы J, ее диагональные элементы равны нулю. Следовательно,

0 = Spj = /?+ -  п_ , п+ =п_ = п / 2

Тогда эти кратности являются размерностями взаимно ортогональных пространств L+ собствен
ных векторов с собственными числами ± / . +

Следствие. Для любого вектора g еП ” один из векторов g ± i j g  является либо собствен
ным вектором матрицы с), удовлетворяющей тождествам (2), с собственным числом + 7, а второй 
равен нулю.

3 (g + 13g) = 3 g + i f  g = - i (g + i3 g).

Так как, в силу антисимметрии матрицы J, выполняется (;/ g, g) = 0, то норма собственного

вектора g + г/g равна V2 | |g| |, .так как
C7g,Jg) = {3I3 g,g) = - { 32g,g) = ||g||2.

3. Доказательство основной теоремы

Из Теоремы 1 непосредственно следует, что для любой четномерной вещественной анти
симметричной матрицы J, удовлетворяющей тождеству j- = —1, существует унитарная матрица Y, 
YY+ = —1, которая преобразует эту матрицу в «стандартную» матрицу с) (3), то есть YJY + = 3. Суще
ство сформулированной во вводной части основной теоремы состоит в том, что матрицу Y можно 
выбрать при этом вещественной, то есть ортогональной.

Доказательство основной теоремы вытекает из фундаментальной теоремы теории матриц 
о приведении комплексной антисимметричной матрицы к нормальной форме (см. [3], гл. XI, 4), 
которую мы сформулируем здесь следующим образом.

Теорема 2. Для любой антисимметричной матрицы j  порядка п найдется ортогональная

матрица <;, qqT = - 1  такая, что

А о ~мЛ 1
J = ?diag{ J  = l + p-,0,...,0f q T,

Ll: 0\ J

где j  = \+p - полный набор ненулевых собственных чисел матрицы j , р < п  и число нулей
на диагонали равно кратности нулевого собственного значения матрицы j .

, Доказательство основной теоремы следует теперь из того, что в нашем случае р = п, так
как (det J )  2 = 1 и все М, = 1. Применяя последовательно последовательность подходящих элемен
тарных преобразований подобия матриц на основе ортогональных матриц с . , ., действие которых
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AqT. для каждой матрицы ; lj  с парой {/', ] }  на данную матрицу А  сводится к одновременной пере
становке местами у -й строки с j  -й и i-ro столбца с j  -м, получим, что

K .h  -%г/2,М/2^Т ^  К.М./2 = 3-

Существование такой последовательности преобразований подобия следует из того, что каждой 
матрице соответствует оператор в " , который меняет местами номера векторов е. и стан

дартного ортобазиса ек, к = \+п . Для получения нужной последовательности матриц нужно пере
вести последовательность (е1,...,еп/2,еп/2+1,...,еП) в последовательность (е1,е^,...,еп/2е2,е4,...,еп)

Таким образом, ортогональная матрица Y = ^   ̂ ...^ . <;т удовлетворяет условиям теоремы.
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