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А н н о та ц и я
Один из аспектов дифференциальных уравнений -  это приложение в различных областях деятельности че
ловека в виде математической модели. Наличие подвижных особых точек делает необходимым развитие тео
рии и методов решения нелинейных дифференциальных уравнений. Характер подвижной особой точки свя
зан с классом рассматриваемого нелинейного дифференциального уравнения, и их координаты практически 
невозможно определить без соответствующего математического аппарата, являющегося основой для про
граммного обеспечения персональных компьютеров. Указанные задачи являются составляющими для ана
литического приближенного метода решения нелинейных дифференциальных уравнений с подвижными 
особыми точками. Успешная апробация этого метода была проведена в последнее время для ряда классов 
нелинейных дифференциальных уравнений. Результаты статьи расширяют данный класс уравнений с под
вижными особыми точками.

A b stra c t
One aspect of the differential equations of this application in various fields of human activities in a mathematical 
model. Nonlinear differential equations require the development of theory and methods of their solution due to the 
presence of moving singular points. The nature of mobile singularity associated with the class of nonlinear differen
tial equations and their position is almost impossible to determine without a corresponding mathematical apparatus, 
which is the basis for the software of personal computers. These tasks are integral to approximate the analytical 
method for solving nonlinear differential equations with moving singular points. Successful testing of this method 
has been carried out in recent years for a number of classes of nonlinear differential equations. The results of this 
paper extend this class of nonlinear differential equations with moving singular points.

К л ю ч е в ы е  с л о в а : нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка, подвижная особая точка, 
координаты, приближенное решение, возмущение подвижной особой точки, точные критерии существова
ния, комплексная область.
K e y w o rd s : nonlinear differential equation of the second order, a movable singular point, coordinates, approximate 
solution, perturbation of the movable singular point, the exact criteria for the existence of the solution, complex 
region._______________________________________________________________________________________________________

Введение
Классические методы решения применимы лишь к линейным дифференциальным урав

нениям, а для нелинейных дифференциальных уравнений необходима разработка нового анали
тического приближенного метода решения в силу наличия подвижных особых точек. В настоящее 
время разработан и предложен в работах [Орлов 2006а, б; Орлов 2008а, б; Орлов 2009; Орлов 
2010; Редкозубов, Орлов 2009] аналитический приближенный метод решения нелинейных диф
ференциальных уравнений, в котором одной из задач является нахождение подвижной особой 
точки с заданной точностью. Решение этой задачи связано с разработкой точных критериев суще
ствования подвижных особых точек в комплексной области, которые представляют собой необхо
димые и достаточные условия и классифицируются на точечные и интервальные критерии. С 
практической точки зрения, предпочтительными являются интервальные критерии, а точечные 
позволяют лишь констатировать факт их существования и применимы для проведения контроля.
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Объектом исследования является один класс нелинейных дифференциальных уравнений 
второго порядка с полиномиальной правой частью пятой степени. Существующие методы решения 
дифференциальных уравнений можно классифицировать на точные, приближенные и асимптоти
ческие. Преобладающее большинство работ, посвященных решению дифференциальных уравне
ний, основывается на точных и частично асимптотических методах, лишь незначительная их часть 
использует формальный аппарат аналитического приближенного метода, но без строгого обосно
вания всех пунктов этих методов. В данной работе представлено решение одного из этапов анали
тического приближенного метода решения исследуемого класса нелинейных дифференциальных 
уравнений второго порядка с подвижными особыми точками, позволяющее находить координаты 
последних с заданной точностью. Решения данной задачи для других классов нелинейных диффе
ренциальных уравнений представлены в работах [Орлов 200ба, б; Редкозубов, Орлов 2009; Орлов, 
Гузь 2013; Орлов и др. 2016]. Предыдущие этапы исследуемого метода решения рассматриваемого 
класса нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка были опубликованы ранее 
[Орлов, Леонтьева 2013а, б; Орлов, Леонтьева 2014; Леонтьева 2015; Орлов, Леонтьева 2016].

где ai,i = 0,1,...,5 -  аналитические функции в рассматриваемой области. С помощью замены пе
ременной

Объекты и методы исследования

Результаты и их обсуждение

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение:

(1)
+ а3 {z)y2 (z) + а4 {z)y{z)  + а5 (z)

при условии:

5ci(l(z) 2ал (г) а2(г) с/, (г)

уравнение (l) приводится к нормальному виду:

v”{z) = v5{z) + r{z),
где

5an(z) 5ao{z) 5ao{z)

во всех областях, где выполняется условие ап (z) Ф 0 [8]-[9]. 

Рассмотрим задачу Коши:

y"{z)=y5{z)+r{z), (2)

(3)
Используя формулу регуляризации
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получим задачу Коши:

2 м>

У 2 {2 ) =  - Ч - у  (4 )wAz)

1 (z V 'i  ( z) =  { M'i W ]  -  4  -  4  • ( л К й ) 5 H 4  (5 )

w i(*o ) =  w i,o» w i (z o) =  w u -  (6)
Решение уравнения (5) можно представить в виде следующего разложения:

M’l (z) = ul (x ,y)+ iv l (x,y),

которое характеризуется двумя фазовыми пространствами:

ф 1 =  { х , У , щ  ( х ,  у ) \  ф 2 =  { * ,  У ,  v i ( х ,  > > )}  •

Для формулировки следующих теорем необходимы определения [Орлов 2011].
Определение 1. Линия в некоторой области комплексной плоскости называется правиль

ной, если для координат точек этой линии существует взаимно-однозначное соответствие.
Определение 2. Линия в некоторой области комплексной плоскости называется непра

вильной в направлении оси Ох (Оу), если на этой линии существуют, по крайней мере, две точки, 
имеющие одинаковые вторые (первые) координаты.

Определение 3. Неправильная линия в направлении осей Ох (Оу) называется неправиль
ной линией.

Теорема l. z* -  подвижная особая точка решения J ’(-) задачи Коши (2)-(з) тогда и только

тогда, когда функции щ(х,у) и V’, (х.}') в некоторой области G x ( г  е (7,) фазовых пространств Ф,

и Ф2 являются непрерывными относительно своих аргументов и меняют знаки при переходе через

точку г (х .у ), двигаясь вдоль некоторой правильной линии / ( г е / с  (}] / е Ф, / е Ф , ) .
Доказательство.

I. (Необходимость), г -  подвижная особая точка решения задачи Коши (2)-(з). На основа
нии результатов, полученных в работе [Орлов, Леонтьева 2014], решение задачи Коши (2)-(з) в 
окрестности подвижной особой точки представимо в виде:

y(z) = (z* -  г Г  X С„ (z* -  z f 12, (7)
п=0

где С0 = 3/4, Q  = С2 = С3 = С4 = С8 = 0 . Отсюда следует, что решение y(z)  в некоторой ок

рестности Gj точки z* будет определяться главной частью в формуле (7):

y(z) =  0 ^/з/4 /л/z* - z ].

Учитывая замену переменной (4), для ^ ( z )  в области Gx получим:

м\ (z) = 0(2/л/з • (z* -  z)).
При этом

sign^ (х, у)) = sign] -^= • (х* -  х)
1 а/3  ) .  (8)

sign{\\ (х, у)) = sign^-j= • (у* -  v)j

Положим для определенности, что г находится в первой четверти плоскости хОу фазо

вых пространств Ф, и Ф 2. В качестве правильной линии / рассмотрим часть окружности |z| = z 

в области G j . Тогда для всех точек z е /: arg z > arg z следует, что

х < х  , у  > у * , (9)

а для точек г е / :  arg z < arg z

x > x \ y < y .  (10)



Таким образом, функции М1(х,}') и У, (х.} ’), двигаясь по правильной линии / при переходе

через точку z*, являются непрерывными относительно своих аргументов и одновременно меняют 
знаки в соответствующих фазовых пространствах. Не нарушая общности, это утверждение спра
ведливо для z* в любой четверти координатной плоскости хОу фазовых пространств Ф, и Ф 2.

II. (Достаточность). По условию теоремы функции М1(х,}') и У, (х.}’) -  непрерывны относи
тельно своих аргументов и одновременно меняют знаки при движении вдоль некоторой правиль
ной линии /(/ с  G j) . В качестве правильной линии выберем часть окружности, проходящей через

* / * * \ 2 2 
точку z х̂ ,у  j. Представив уравнение окружности в виде: X + у  =Х + у  , получим
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у  = ±у[х - х - + у  
Рассмотрим поведение указанной окружности в первой четверти:

2 2 * 2

у = / х  - х - + у

с учетом расположения точки г*. Отсюда следует, что функции И} (х.}’) и У, (х.}’) переходят в кате

горию функций одной переменной, которые на концах интервала [ х , , ] с  G1 принимают значе

ния разных знаков. По условию нашей теоремы (м1(х,}')е C(Gj), У, (х. у) е ( ((/,)), на основании 

теоремы Больцано-Коши, следует существование некоторой точки х*, в которой Щ (х,} ’) и Vj (х,} ’) 

одновременно обращаются в нуль. Тогда функции Щ (х,} ’) и Vj (х,} ’) имеют линейный множитель 

относительно своего аргумента, и для функции М\ (z) следует структура выражения:

2 2 * 2

W1 (z) = ( z * ~ z)ZCn(z* - z ) 1 . 

Отсюда, учитывая замену (4), получим:
П=0

у2{z )= \  (z* -z ) £ C n ( z *  - z ) ” ,
n=0

ИЛИ

v(z) = (z* -  z)rV‘  j ^ I ]C „ (z* -  z ) ‘

C0 ф 0 ,

В силу абстрактности характера произвольной правильной линии, практически необходимо 
осуществление движения по ломаной, расположенной вдоль данной правильной линии. Это приво
дит к увеличению объема вычислений, которые связаны с уменьшением значений возникающих 
функционалов. Переход на неправильные линии позволяет существенно уменьшить объем вычис
лений.

Теорема 2. z* — подвижная особая точка решения У (г) задачи Коши (2)-(з) тогда и только 

тогда, когда функции щ(х,у) и V’,(х.} ’) в некоторой области G, (г*  е G j) фазовых пространств Ф, 

и Ф2 являются непрерывными относительно своих аргументов и меняют знаки при переходе через 

точку г х̂ ,у J, двигаясь последовательно вдоль некоторых линии 1Л и /2 неправильных в направ

лении осей ОХ и OY соответственно (г  e/jC G , г е /2 с  G, /, е Ф, /2 е Ф2).
Доказательство.

$
I. (Необходимость). Так как г -  подвижная особая точка решения задачи Коши (2)-(з), то, 

основываясь на теореме существования [Орлов, Леонтьева 2014], получаем существование
некоторой окрестности G, точки г", в которой решение J ’(—) будет определяться главной частью 
формулы (7):

y(z) =  0 ^ / з /4 / yjz* - z ) .



Отсюда следует, что для решения И', (z) уравнения (5), учитывая выражение (4), в области 

Gj получим:

м\ (z) = 0(2/л/з • (z* -  z)).

Пусть прямая lx '.y = const - неправильная линия в направлении оси ОХ. При движении

вдоль указанной линии /[, с учетом соотношений (8) и теоремы существования [Орлов, Леонтьева

2014], функция М[ как функция одной переменной меняет знак при переходе через точку z*.
В дальнейшем за неправильную линию в направлении оси OY возьмем прямую 

/2 : X = X = const . По аналогии получаем, что для функции Vj (х, у) выполняется условие -

Vx{const,у)е  C(Gj) и меняется знак при переходе через точку z*. Таким образом, получаем утвер
ждение теоремы.

II. (Достаточность). По условию теоремы имеем, что функции щ(х,у) и У,(х.}') в некоторой 

области Gj (г е Gj) фазовых пространств Ф, и Ф2 являются непрерывными относительно своих 

аргументов и меняют знаки при переходе через точку г х̂ , у J, двигаясь последовательно вдоль 

некоторых линий 1Л и U неправильных в направлении осей Ох и Оу соответственно 

(z g/jCGj г е /, с  G, /, е Ф, /, е Ф п ). Следовательно, И’, (z ) = 0  и для функции И', (z ):

1 i\(z) = ul (x ,y)+ iv l (x,y)
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1/2

можно предполагать существование разложения относительно z — z\:

щ  (z) = ( z* - z) £ c n(z* - zy .
n=0

Тогда, с учетом замены

wi(z) = ^ 7 v
У (z)

получим

v(z) = (z* -  z)“vy ^  (z* -  z)"

z* -  подвижная особая точка функции У (г).

Заключение

В статье представлены формулировки и доказательства теорем, представляющие необходи
мые и достаточные условия существования подвижных особых точек в комплексной области, кото
рые являются ключевым моментом в алгоритме программы нахождения подвижных особых точек. 
Следует отметить, что теорема 2 предпочтительнее для алгоритма, так как минимизирует объем вы
числений.
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