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Аннотация. В данной работе рассматривается задача Дирихле для обыкновенного непрерывного диф­
ференциального уравнения с производными Римана-Лиувилля сегментного порядка.

Resume. In this paper we consider the Dirichlet problem for an ordinary continuous differential equation with 
Riemann-Liouville derivatives of segment order.
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В веден и е

В интервале 0 < x <  l рассмотрим уравнение
Lu = u"(x) + aD ^ f\ i(x )+ bu '(x ) + cD'^’!,\i(x) + du(x) = f ( x ) ,  (l)

где (см. [l, 2]),

Д Ь Р1«(*) = J D s0xit(x)ds (2)
a

- оператор непрерывного интегродифференцирования порядка [a.p], D s0xu(x) - оператор дробного 
интегродифференцирования Римана-Лиувилля порядка 5 [2], 1< а < р < 2 , 0 < у < 5 < 1, a ,b ,c ,d  - 
const.

Уравнение (l) относится к классу непрерывных дифференциальных уравнений [1]. Опера­
тор (2) был введен в работе [l], а в [2] были изучены их свойства, в частности, доказана положи­
тельность этих операторов, получена формула непрерывного интегрирования по частям.

В работе [3] построен оператор, обращающий оператор (2) и получены аналоги формулы 
Ньютона-Лейбница, а в [4, с. 148] доказан принцип экстремума для оператора непрерывного инте­
гродифференцирования (2).

Уравнения с операторами вида (2) исследовались ранее многими учеными, в случае когда 
под интегралом стоит оператор Римана-Лиувилля - А.М. Нахушевым и А.В. Псху (см. [5, гл. 2,4], [4, 
гл. 5]).

В работе [6] для обыкновенного дифференциального уравнения континуального порядка
D ^f\i(x) + Xu(x) = f ( x ) ,  a < p < l  

построено фундаментальное решение и найдено представление решения задачи Коши, показана по­
ложительность фундаментального решения и характер зависимости от спектрального параметра.

Для уравнения (l) при a  = b = d  = 0, с  = /. построено фундаментальное решение и найдены 
решения начальной и краевых задач [7-9]. В случае а = Ь = с = Х, d  = 0, для уравнения (l) получены
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необходимые начальные условия [ю]. В работе [и] для уравнения (l) найдено фундаментальное 
решение и с его помощью построено явное представление решения видоизмененной задачи Коши 
для уравнения (l).

Регулярным решением уравнения (l) в области ]0,/[ назовем функцию и = и (х ) , принадле­

жащую классу С[0,/] п  С 2]0,/[ и удовлетворяющую уравнению (l) в области ]0 ,/ [.

З адача. Найти регулярное решение и = и(х) уравнения (i) в интервале ]0,/[, удовлетво­
ряющее следующим условиям:

7/(0) = 7/0, U{I) = U„ (3)

где и0,и, -  const.
Рассмотрим функцию

( '(.v./) П (х I)1Г(х /) "  (Xl)l" J /) П - (4)

Г(.т) = Г(.т;а,р,у,8)= £  (-l)"v„(.v), v 0(x) = x,
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и=0

а - Vi (2 -  р,2 -  а ,t)+b + c-V i(2 - 5,2 -y,t) + dt

Vi (a, p,x) = f dt, x > 0, р>ст>0 .
t m

dt, 77 6 TV,

Здесь W(x)~ фундаментальное решение уравнения (l) [n ], H(x) -  функция Хевисайда, Г(х)~  

гамма-функция Эйлера.
Оператор называется регуляризованным оператором дифференцирования сег­

ментного порядка и связан с оператором непрерывного интегродифференцирования (2)
соотношением

= L)]̂ xG\i (х )  -  ^  г/(А 1 (0 )— Vi (к - с т  +  1,А' -  р  +  1,х ) ,  п - 1  <ст < 77, 7? е  N.
к=0 X

Л ем м а. Функция G(x,t) обладает следующими свойствами:
1) G(x,t) как функция переменной х является решением задачи

Gxx (х, t) + яД5“’р̂ (х, t) + bGx(x, t) + cD\lx^G(x, t) + dG(x, t) = 0, (5)
G(0j )  = 0, G (lj) = 0,

(6)2) G (xj) как функция переменной t. является решением задачи

G „(xj)  + a d tP]G(xJ) -  bG,(xJ) + cd[f o]G(xJ) + dG(xJ) = a № (X) 1 T 1(2 -  p.2 -  a j  - t ) , (7)
W(I) l - t

G(x,0) = 0, G(xJ) = 0,

3) G(x,t) удовлетворяет условию
(8)

limfG (x, x + s) -G  (x, x -  s)l = 1. (9)
8—>0

Д ей стви тел ьн о, из определения фундаментального решения уравнения (l) следу­
ет, что функция W(x) удовлетворяет условиям [и]

W"(x) + 77/) ; 1Г(х) + ЪJV'(x) + г/) /)Г(х) + dW(x) = 0, (ю )

W"(x) + • /><Г’( л-i + ca[,Tv5lfF(x) + dW(x) = - a - V i (2 -  р,2 -  ос,х), (ll)
X

W( 0) = 0, IV'(0) = 1. (12)
Равенства (6) и(8) непосредственно получаются из представления (4) функции G(x,t) с

учетом первого соотношения (12).
Теперь докажем формулу (9). В силу соотношения Wt(x -t)  = -Wx(x -t)  и второго равенства 

(12) имеем



56 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ |F J | Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46

lim[G,(.v,.v + s) -G,(.v,.v -  е)]= lim
W I.Vlll . ( I - x -  8)_ _  (v v i;i II IXlll'. (I -  X -  8)

П l/l П l/l

= - M M  _ „;(0) + ток;(/-х)= [Г(0) = L 
и О) //'(/)

Если вместо G (xj) в формулу (5) подставить представление (4), то в силу равенства 
(ю ) получится тождество. Справедливость равенства (7) следует из соотношения (и).

Функцию G (x j) , определяемая формулой (4) и обладающая свойствами l) - 3), назовем 
функцией Грина задачи Дирихле (3) для уравнения (l).

Теорем а. Пусть /(х) е Z[0,/]n С]0,/[и выполнено условие W (1) ^ 0. Тогда задача Дирихле
(3) для уравнения (1) однозначно разрешима и решение имеет вид

1
и(х) = -uQGt(xfi) + u,Gt(xJ) + ^G(xJ)f(t)dt. (13)

о
Д оказательство. Пусть и(х) -  решение уравнения (l). Проинтегрируем выражение 

G(xj)Lu(t) попеременной / от едо 1-е ,  0 <е</

jG(xJ)u"(t)dt + а jG(xJ)D^fi\i(t)dt + b jG(xJ)u'(t)dt + с jG(xJ)Dl]’°\i(t)dt + d jG(xJ)u(t)dt = jG(xJ)f(t)dt.
8 8 8 8 8 8

(l4 )
Вычислим интегралы стоящие в левой части равенства (14)

/ - 8  I- 8
| G(xJ)u”(t)dt = |G ff (xj)u(t)dt + и(х) + и'(I -  e.)G(xJ -  е) -  u'(e.)G(x,е) -  u(I -  e)G ,(x j -  e) + u(e.)Gt(x,e). (15)
8 8

'\G(xJ)D)°f]u(t)dt = '\ G ( x J ) ^ D {°,-2fi-2]u(t)dt = ' \G„(xJ)D^-2fi-2]u(t)dt +
d f

+ D ^ f-M l-s)G (X ,I  -8) - 4 Г 1И «(е)С(Х.8) -  -e)G,(X./ -8) + 4 г 1м1!/(8)0 ,(х.8).

(16)
С учетом формулы непрерывного интегрирования по частям [5, с. 34]

в в
| v(x)D^a\i(x)dx = |и (x)D^Y v̂(x)dx, р < ст < 0
А А

интеграл в правой части (16) равен

\Gn{xJ)D[̂ - % { t ) d t  = \Gn{xJ)D^-2^2]u{t)dt+ \Gn{xJ)D^2^2]u{t)dt =
8 8 8

= \Gn{xJ)D^E2'^2\i{t)dt + ^u{t)D\j^f~^Gn{xJ)dt= ^Gn{xJ)D^2'^2\i{t)dt+ Ju{t)d'fj'?})tG{xJ)dt.
8 8 8 8 

В силу последнего равенства из соотношения (16) окончательно получим

| G{xJ)D^f\({t)dt = | Gn{xJ)D^2'^2\({t)dt + J u(t)d^})tG(xJ)dt +
8 8 8

+ 4 ^ Г 1]«(/ -8 )G (X ./  - 8 )  - D t lM l« (8 )G (X .8 )  - 4 ; - ; f 2l«(/ -8 )G ,(X ./  - 8 )  +  4 r lP4l« (8 )G ,(X .8 ) . ( l 7 )

I - 8 l - S

J G{xJ)u'{t)dt = -  ^Gt{xJ)u{t)dt + и (I -e.)G(xJ -  s) -  «/(e)G(x,e). (18)
8 8

'\G(xJ)D[J;5]ii(t)dt = - J g ,(xJ)D[Je-][’^l]u(t)dt + 'ju(t)d\fl’%G(xJ)dt + D [jj!^ l]u(l -  e)G(x,l -  s) -  Z) “̂1,5“i1m(s)G(x,s).
8 8 8

(19)
Подставляя равенства (15), (i7)-(i9) в формулу (14) и устремляя s: 0 будем иметь

и (х) + 1 и (t )[g# ( х ,  t) + ad^’^G(x, t)-b G f(xJ) + cd^G(x, t) + dG(x, /)]<Л + 1 Gn (x, t)D^~2fi~2̂ u(0)dt -
о 0

-  J G, (x ^ D ^ A iiO y it  = J G(xj)f(t)dt + G, (xj)[u(l) + aD[*-2’V-2]u(I)\-G ,( x ,0 )[m(0 ) +  oZ)[“ _2’p_21m(0 )]+
0 0

-  G(xJ)[u'(I) + aD^fl̂ l]u(I)+bu(I) + (/)]+ G(x,0)[m'(0) + +bu(0) + сЦ ^ ’̂ Цо)],
(20)

где/)^о]м(0) = Шп/)^о]м(0.
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Так как операторы £>]“ 2 р 2l I.)};, 1,0 '1 являются интегральными, то 1)\'„ 2 р 1 /(0) = 1)\;и 1,0 1/(0) = 0. 

С учетом свойства 2) функции G(x,t) формулу (20) перепишем в виде

H i у) ' I
и(х) + а  f u{t)---- J 7(2 -  (3,2 -  а,/ -  t)dt =

W(l) о 1- t
i

= aD^~2̂ 2\i{l)Gt(xj) -  u(0)Gt(x,0) + u(l)Gt(xJ) + jG (x J )f (t)dt. (21)
о

В силу равенства
/ 1

Z)jj“-2’p-2lM(/) = J u(t) Vi(2 -  p,2 -  a,/ -  t)dt
о I ~ t

из формулы (21) получаем соотношение (13).
Подставляя найденное представление решения (13) в уравнение (l) и в краевые условия (3) 

с учетом соотношений (5), (6) получаем, что функция и(х), определяемая формулой (13) действи­
тельно является решением задачи Дирихле (3) для уравнения (l).

Покажем теперь, что при отрицательных коэффициентах уравнения (l), т.е. a,b,c,d< 0
условие разрешимости W(l)^ 0 выполняется. Обозначим через

ср(х) = a — Vi(2 -  Р,2 -  a ,x )  + b +  с — 17(2 -  8,2 -  у,х) + dx . 
х х

Из определения следует, что функция V/(a. р. х) положительна при положительных аргументах. 

Значит, при отрицательных коэффициентах a,b,c,d функция ср(х)<0 . Отсюда имеем, что v..,(x) <0 

для нечетных;? и v..,(x) > 0 для четных п. Таким образом, при a.h.c.d < 0 знакопеременный ряд 
W(1) становится положительным, т.е. W(/)> 0.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо­
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