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Аннотация
Рассматривается дифференциальный оператор первого порядка, возмущённый обычным потен
циалом и потенциалом с инволюцией. Производятся преобразования подобия, позволяющие све
сти изучение рассматриваемого оператора к оператору, имеющему матрицу блочно-диагонального 
вида. Получены оценки собственных значений.

Abstract
First-order differential operator which perturbated by simple potential and by potential with an involution 
is studied. Similarity transformations which allows to study operator with block diagonal matrix instead 
of initial operator are done. Estimates of eigenvalues are received.
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Введение

Пусть L2 =  L2 [0, &>] -  гильбертово пространство измеримых по Лебегу на [0, &>] со 
значениями в С суммируемых с квадратом модуля (классов) функций. Скалярное произве
дение в L2 (Z) задается формулой

1 Гш ____
(х, у )  = — x ( s ) y ( s )  ds, х, у  £ Ь2,

о) J0
и норма порождается этим скалярным произведением.

Введенное пространство Ь2 изометрически изоморфно пространству Ь2ы = 
Ь2,ш (I&. С) периодических периода ш определенных на всей оси М и суммируемых с квад
ратом модуля на [0, &>] комплексных функций. Каждая функция из Ь2 будет отождеств
ляться с ее периодическим периода со продолжением. Через W2 =  W2 [0, &>] обозначим 
пространство Соболева абсолютно непрерывных функций из Ь2 с производными из Ь2. 
Далее символом End 0-С обозначена банахова алгебра ограниченных линейных операто
ров, действующих в абстрактном гильбертовом пространстве К ,  с нормой ЦХЦоо = 
sup ||x||< ill^x ||,x  G J-C,X  G End J-С. Введем в рассмотрение двусторонний идеал операторов 
Гильберта-Шмидта Q2( K )  с  End К ,  \\Х\\2 -  норма оператора Гильберта-Шмидта X  £ 
(52( К) .  т.е. \\Х\\2 = ( t r ( X X * ) ) 1/2-
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В пространстве L2 рассматривается линейный дифференциальный оператор L пер
вого порядка с инволюцией, задаваемый дифференциальным выражением

(Zy)(s) =  у  (s) -  q(s)y(o)  -  s) -  q0(s)y(s) ,

s E [0, a)] с областью определения

D ( L ) = { y e W } : y ( 0 ) = y ( a > ' ) } .

Всюду далее предполагается, что потенциалы q, q0 принадлежат пространству Ь2. 
Дифференциальный оператор L рассматривается в [1] в случае q0 =  0 и гладкой 

функции q , где с помощью резольвентного метода получены оценки его собственных зна
чений и собственных векторов. Эти оценки в [1] используются для обоснования метода 
Фурье. В данной работе для изучения оператора L используется метод подобных операто
ров [2], особенно модификация метода подобных операторов из [3]. Отметим, что метод 
подобных операторов используется в спектральном анализе различных классов диффе
ренциальных [3] и разностных [4-5] операторов.

Оператор L преобразовывается следующим образом. Сначала делается преобразо
вание подобия (не относящееся к методу подобных операторов), с помощью которого 
оператор L приводится к оператору с =  D(L),  определяемому дифференциаль
ным выражением

( к у ) 0 )  =  У (s) -  %(0 )y (s )  -  <h(s)y(<o -  s),

где qo(0) q0(s)ds.
После этого к полученному оператору L1 применяется стандартная модификация 

метода подобных операторов из [3]. Это позволяет свести изучение оператора L к изуче
нию оператора, имеющего числовую матрицу блочно-диагонального вида в стандартном

базисе je  « , к E l > , s  Е [О.ш] пространства L2.

Перейдем к более подробному изложению результатов.
Непосредственной проверкой легко убедиться, что имеет место 
Теорема 1. Оператор L:D(L) с  L2 -> L2 подобен оператору L ^ . D ^ )

где

q1 (s) = q(s)  ехр ( / " “5(<7оСО -  % (0) )  dr.
Имеет место равенство LU = ULi, и ограниченный обратимый оператор 

ет по формуле
5

( t/y )(s ) =  c x p ( J ( q 0(T) -  fo(0))dT )y(s). (2)
о

Таким образом, оператор L подобен оператору Ьъ  представимому в виде Ьг = L0 — 
А, где Lq =  ^  — с7о(0) и (i4y)(s) =  q1(s)y(a) — s). Оператор Lx с невозмущенным опера
тором Ь0 и  оператором-возмущением А полностью вписывается в схему метода подобных 
операторов из [3].

Спектральные свойства невозмущенного оператора Lq известны. Его спектр состо-
j 2

ит из простых собственных значений S n (L0) =  Ufcez®fc< =  {^к)> ^ к = ---------9о(0) ,
(i)

соответствующими собственными векторами являются векторы стандартного базиса
.2пк

ек = е* " S>к Е Ъ+ и они образуют в Ь2 ортонормированный базис. Спектральные проек
торы Рк,к  Е Ъ, задаются формулой Ркх  =  (х, ек)ек. Пусть Р(т) =  H|i|<m Pi и пусть функ-

.2пк
ция q1, определенная формулой (1), имеет ряд Фурье qi(s)  =  Y.keuql(^ )  e l~ s . Из теоре
мы 1 и теорем 3.3 и 3.4 из [3] вытекает

с  L2 -> L2, 

(1)
U действу-
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Теорема 2. Существует такое целое число т  >  0, что оператор L подобен операто
ру L блочно-диагонального вида

L =  Lq — ^  PiXPi — Р(т)ХР(т) = Lo — В,
\ i \ > m

где оператор X  из ©2(^2) есть решение нелинейного уравнения метода подобных опера
торов. Имеет место равенство LU(I + W ) =  {/(/ +  VK)(L0 — В),  обратимый оператор U оп
ределен формулой (2) и оператор W  принадлежит (52(L2).

Операторы W , Х  из теоремы 3 могут быть эффективно вычислены как предел по
следовательности операторов, возникающих при применении метода простых итераций 
(см. [2-5]).

Теорема 3. Спектр S(L) оператора L представим в виде

S ( L )  =  S (m ) U  (  [ J  6 „ ) ,
\п\>т

где множество S(-m) содержит не более 2т + 1 собственных значений, множества 

Gn, |п | >  т  одноточечны, Gn =  {Лп},Лп =  — q0(0) — (in . Соответствующие собст-
^ J  (л)

венные векторы образуют в Ь2 базис Рисса. При этом:
1) последовательность ( /О ,  |п| >  т, суммируема с квадратом, т.е. Ц|,г|>т |д ,г|2 <

оо-

2) =  g i(2n) + £ - I f c ^ (‘?1! l+Ifc)) +  dn, |n | > m, где последовательность dn
АТГ1 7X— /С

суммируема.
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