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Аннотация. В статье показано как использование понятия доли энергии в заданных подобластях 
пространственных частот позволяет построить субполосные модели изображений в виде разделения на ин­
формационные и неинформационные подобласти пространственных частот на основе вычисления и анализа 
распределения долей их энергий по заданным подобластям, что позволяет разбивать множество подобластей 
пространственных частот на классы по уровням сосредоточенных в них долей энергий.

Resume. In the article we show how the using of the concept of energy shares in the specified subdomains of 
spatial frequencies allows you to build subband model images as the division to information and non-information 
subdomains o f spatial frequencies on the basis of calculation and analysis of the distribution of shares of the energy 
on the set subdomains. This allows to divide the plurality of subdomains o f spatial frequencies into classes by levels of 
energy concentrated in the subdomains.
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Изображения являются одной из наиболее естественных для человека форм обмена ин­
формацией. В настоящее время применяются различные методы обработки изображений как в 
пространственной (области оригиналов), так и в частотной (области преобразований) областях 
[Прэтт, 1982; Гонсалес, 2006]. Одним из перспективных подходов к обработке изображений яв­
ляется субполосный подход [Жиляков, 2016], при котором анализ осуществляется, исходя из раз­
биения частотной плоскости на непересекающиеся подобласти, полностью ее покрывающие. Та­
кой подход позволяет анализировать отдельные свойства изображений, которые в области ориги­
налов, зачастую, не представляется возможности исследовать, например, сосредоточенность энер­
гии в подобластях пространственных частот (ПЧ) достаточно малых размеров.

В различных подобластях пространственных частот (ППЧ) [Черноморец, 2011] значения 
соответствующих долей энергии изображения могут существенно отличаться. Для формального 
описания значимости различных ППЧ с точки зрения значений соответствующих долей энергии 
изображений введем понятия классов информационных и неинформационных подобластей ПЧ, 
содержащих различный объем энергии изображения, которые в дальнейшем могут быть исполь­
зованы при решении задач субполосного анализа изображений.

Для описания указанных классов предлагается использовать значения частей E и долей P 
энергий изображения Ф в отдельных подобластях V пространственных частот следующего вида 
[Жиляков, 2016]:

Vsr =  V  ( (иЛ, usl) , ( vrl, vr2) )  =  =  {  (и ^ [ u sl, u j )  n  (v e [ - v 2- vrt) ̂ [ vrt, v 2)) }  (1)

s  =  1Д , . . . £  , r =  1 ,2 ,. . . R  , Uxl =  0, US 2 = n ,  us+u =  и  ̂2 , v „  =  0, v R2 = n ,  v + u =  v r2 .

Пусть {W} , i = 1,2,...,S • R , -  одномерное множество ППЧ, полученное из множества {V.} , 
s = 1,2,....S, r = 1,2 ,...R , в результате упорядочения соответствующих частей энергии по убыванию, 
то есть

E (Ф )> Е+1(Ф), i = 1,2, . . .S • r - 1 ,

E  (Ф) (Ф)}, s = 1 ,2 ,...S , r = 1,2,...R .
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Пусть также
0 < т < 1.

Информационными подобластями пространственных частот изображения на уровне m 
назовем набор ППЧ W }, i = 1,2, . . . Д , где Д  -  максимальное значение индекса и выполняется 
неравенство

Дт

X  E  (Ф) < т\\Ф|| . (2)
i=1

В соответствии с этим субполосные компоненты [Жиляков, 2016] изображения группи- 
руются на информационные и неинформационные, в различной степени отражающие информа­
цию об изображении.

Рассмотрим понятие частотной сосредоточенности Ст на уровне m энергии изображения

С = K /(Ал2) ,т т  ̂ /'

где K -  суммарная площадь информационных ППЧ, значение которой в случае равновеликих 
ППЧ определяется соотношением

Km = 4л2 Дт /(S • R) ,
где величина Д  использована в (2).

Из данного определения следует, что в случае разбиения области ПЧ на равновеликие по­
добласти, частотная сосредоточенность С на уровне m энергии изображения определяется отно­

шением минимального количества 1т подобластей ПЧ, которые содержат не более т 400 процен­
тов энергии изображения, к общему числу подобластей ПЧ,

С = —  . (3)
т SR

Далее исследование значений частотной сосредоточенности приведено для случая равно­
великих подобластей ПЧ, что не влияет на общность получаемых результатов.

Обозначим Мс -  подмножество подобластей ПЧ, в которых сосредоточена указанная доля 

энергии изображения.
Подобласть ПЧ Vsr, входящая в подмножество М с , соответствующее сосредоточенности 

энергии Ст (3),

К  с  МС , (4)

будем называть информационной подобластью пространственных частот.
Подобласти ПЧ, не включенные в подмножество М с , естественно, называть неинформа­

ционными подобластями пространственных частот.
Подмножество М с подобластей ПЧ будем называть классом информационных ППЧ.

Множество подобластей ПЧ, не входящих в подмножество М с , будем называть классом
неинформационных ППЧ.

Также, субполосные компоненты изображения, соответствующие информационным по­
добластям ПЧ, будем называть информационными субполосными компонентами, и неинформа­
ционными субполосными компонентами будем называть субполосные компоненты изображения, 
соответствующие неинформационным подобластям ПЧ.

Для определения значения lm, количества подобластей ПЧ, в которых сосредоточено 
т •100 процентов энергии изображения, необходимо решить задачу

1 т  = m m  l S R  , (5)
где l -  произвольное количество подобластей ПЧ, в которых сосредоточена доля m энергии 

изображения Ф при заданных значениях S и R  . Значение lOT предлагается определять на основа­
нии количества подобластей ПЧ, для которых выполняется неравенство,
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lSR + 1X P(sr)   ̂т ,к=1

(6 )
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где Р(ет) -  элемент упорядоченного по убыванию множества значений долей энергий исследуемого

изображения в соответствующих ППЧ, m -  заданная доля энергии изображения, которая должна 
быть сосредоточена в указанном минимальном количестве ППЧ.

В качестве примера определения указанного выше минимального количества подобластей 
ПЧ на рисунке 1 приведено распределение значений энергии изображения, представленного на 
рисунке 2, по подобластям ПЧ (рисунок 1а) и множества ППЧ (отделены пунктирной линией), 
соответствующее различным значениям m (на рисунке 1б приведены упорядоченные значения 
долей энергии), в данном примере S = R = 4 . Здесь для удобства представления вдоль горизон­
тальной оси указана сквозная нумерация подобластей ПЧ и не отображено «подавляющее» значе­
ние доли энергии в подобласти Vn.

Как видно из рисунка 1, основная доля (99%) энергии изображения, сосредоточена менее 
чем в 1/3 подобластей пространственных частот.

Факт наличия значительного количества неинформационных подобластей ПЧ использует­
ся при решении многих задач обработки изображений на основе субполосных методов.

р  0.035
Р  0.0351 sr

6 8   10
Номер ППЧ

_й * 2 о_ J__I I__2 S_Q О_О Q-
6 8 1D 12 14 16

Номер ППЧ• j  JTL'J IY1C|J ±1114

Рис. 1. Распределение значений долей энергии Р  изображения по ППЧ (а) и множества ППЧ (отделены 
пунктирной линией), соответствующих различным значениям m (б), при S = R = 4  

Fig. 1. Distribution of values of image energy shares p  on SSF (a) and the varieties of SSF (separated by a dotted 

line), corresponding to different values of m (b), with S = R = 4

Пример отображения множества информационных ППЧ при S = R = 4  и заданной доли 
энергии m=0.98 изображения, при анализе которого получены распределения на рисунке 1, при­
веден на рисунке 2в. На рисунках 2а и 2б приведено анализируемое изображение и распределение 
значений его долей энергии по подобластям ПЧ (для наглядности на рисунке 2в значение доли 
энергии в подобласти V не отображено).

Рис. 2. Отображение информационных подобластей ПЧ: 
а) изображение, б) распределение его долей энергии при S = R = 4  , в) доли энергии, соответствующие

информационным подобластям ПЧ при m=0.98 
Fig. 2. Displaing of information subdomains of SF: a) image, b) distribution of its energy shares with S = R = 4 , 

c) the shares of energy corresponding to the information subdomains of SF at m=0.98

Рассмотренные понятия частотной сосредоточенности энергии, информационных подоб­
ластей ПЧ и информационных субполосных компонент изображения являются новыми инстру­
ментами для анализа его частотных свойств.
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Для определения информационных подобластей ПЧ изображения, соответствующих задан­
ной доле m энергии изображения, разработан алгоритм, основанный на вычислении такого 
наименьшего количества подобластей, в которых сосредоточено не менее I00m% энергии.

Первоначально сформулируем алгоритм вычисления оценки частотной сосредоточенности 
Ст порядка m энергии изображения, соответствующей заданной доле m энергии. Данный алго­
ритм можно представить в виде следующих этапов:

1) Вычислить субполосные матрицы As = (as ) , i , i 2 = 1, . . N , и Br = (akA) , k ,k2 = 1  ,..M , [Жи- 

ляков, 2016] соответствующие разбиению области ПЧ на S х R подобластей ПЧ Vsr вида (2), 
s = 1,2,...jS, r = 1,2,...R, при размерности анализируемого изображения N хM  .

2) Для изображения Ф = f ) , i = 1,2, . . .N , k = 1,2,...JM, вычислить доли энергии Psr, в каж­
дой подобласти ПЧ вида (2) V , s = 1,2,...$, r = 1,2,...R  .

Psr (Ф) =
tr(A ФВВ Фт) 

/г(ФФг )
(7)

Значения долей энергии следует представить в виде матрицы Р = ( Р ) ,  s = 1 ,2 , .. .$ , 

r = 1,2,...R , (пример анализируемого изображения и значения элементов соответствующей матри­
цы P  приведены на рисунке 3).

б

Рис. 3. Анализируемое изображение и матрица P долей его энергии: 
а) изображение, б) значения соответствующих долей энергии при S = R = 8 в виде диаграммы 

(для наглядности значение доли энергии в подобласти V i не отображено)
Fig. 3. The analyzed image and matrix P of its energy shares: 

a) image, b) values of the respective shares of energy with S = R = 8 in the form of a diagram (for clarity, the value
of energy share is not displayed in the subdomain V 1)

3) Упорядочить значения долей энергий р , s = 1,2, .. .$ ,  r = 1,2, . . .R , по убыванию, упорядо­

ченные значения сохранить в вектор Z = {z  }, i = 1,2,...$ R ,

z  — z  — — zz 1 — z 2 — ... — ZS R  .

4) Найти минимальное количество lm подобластей ПЧ, в которых сосредоточена заданная 

доля m энергии изображения Ф, то есть найти значение lm, удовлетворяющее следующим усло­
виям:

lm +1

X  zi — m ,
i=1

lm

X  Zi < m , 0 < lm < SR .
i=1

5) Присвоить пороговому значению долей энергии изображения значение z

T  = z, . (8)



6) Вычислить оценку Ст частотной сосредоточенности энергии,

С ~ 
т = SR '

7) Конец.
Вычисленная оценка частотной сосредоточенности энергии позволяет оценить долю сум­

марной площади подобластей ПЧ, в которых сосредоточена заданная доля энергии анализируемо­
го изображения.

Используя величины, найденные в ходе вычисления оценки С , сформулируем алгоритм
определения информационных подобластей ПЧ и информационных субполосных компонент 
изображения, соответствующих заданной доле m энергии изображения на множестве подобластей 
ПЧ, основные шаги которого состоят в следующем:

1) Вычислить пороговое значение Тт (8) долей энергии изображения при условии, что зна­

чения долей р  энергии изображения в подобластях ПЧ Vsr, s = 1,2, . . .S , r = 1,2, . . .R , представлены в 

виде матрицы P = (Pr) .

2) Вычислить матрицу-маску Ршл = (PM*) , s = 1,2,....S , r = 1,2, . . .R , элементы которой опре­

деляются на основании соотношения

„ , 1% Р  ̂Т ,
PM a *  = Г  m. s = 1,2, . . .S , r = 1,2,...R  . (9) ̂ |0, р < т

1 ’ sr m
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3) Подобласть ПЧ Vsr, s = 1,2, . . .S , r = 1,2, . . .R , и соответствующая субполосная компонента 

Ysr изображения, s = 1,2, . . .S , r = 1,2, . . .R , будут являться информационными при заданной доле m 
энергии изображения на всем множестве подобластей ПЧ, если

рмаs* = 1 , s = 1,2, . . .S , r = 1,2,...R  , 

в противном случае -  неинформационной подобластью ПЧ и неинформационной субполосной 
компонентой.

4) Конец.
Пример распределения значений долей энергии изображения, представленного на рисун­

ке 3, по информационным подобластям пространственных частот приведен на рисунке 4. Здесь 
для удобства представления по горизонтали дана сквозная нумерация подобластей ПЧ (по стро­
кам матрицы PM̂sl‘ (9)) и не отображено «подавляющее» значение доли энергии в подобласти ПЧ

Vu.
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Рис. 4. Распределение значений долей энергии р  изображения по подобластям ПЧ и маска

информационных классов ППЧ: а) для различных значений величины m =0.96 -  0 .999, S = R = 8 ; 
б) маска информационных подобластей ПЧ и информационных субполосных компонент при m=0.98 

Fig. 4. Distribution of values of image energy shares on subdomains of SF and mask of information classes of SSF:
a) for different values of m =0.96 -  0.999, S = R = 8 ; 

b) mask of information subdomains of SF and information subband components with m=0.98

На рисунке 4а пунктирной линией отмечены множества информационных подобластей 
ПЧ, соответствующие различным значениям величины m, на рисунке 4б цифрой «1» отмечены
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информационные подобласти ПЧ и информационные субполосные компоненты при m=0.98 на 
всем множестве подобластей ПЧ, цифрой «0» -  неинформационные подобласти ПЧ и субполос- 
ные компоненты.

Результаты вычислительных экспериментов разбиения множества субполосных компо­
нент, а также подобластей пространственных частот на информационные классы, приведенные на 
рисунке 4, показывают, что при выборе различных значений m можно получать различное коли­
чество информационных и неинформационных подобластей в каждом классе. Различные разбие­
ния на информационные классы могут влиять на трудоемкость вычислений и информативность 
получаемых результатов с точки зрения конкретной задачи анализа/синтеза изображений.

Описанные алгоритмы определения классов информационных подобластей прост­
ранственных частот и субполосных компонент позволяют выделять соответствующие субполосные 
компоненты изображения, в различной степени отражающие информацию о нем. Данный подход 
является основой для разработки эффективных методов отбора субполосных компонент, несущих 
основную информацию об изображениях, что является важным, например, в задачах внедрения 
данных в изображения.

Таким образом, можно отметить следующее.
Использование понятия доли энергии в заданных подобластях пространственных частот 

позволяет построить субполосные модели изображений в виде разделения на информационные и 
неинформационные подобласти пространственных частот на основе вычисления и анализа 
распределения долей их энергий по заданным подобластям, что позволяет разбивать подобласти 
пространственных частот на классы по уровням сосредоточенных в них долей энергий.

Классы, соответствующие подобластям ПЧ со значительной долей энергии изображения, 
являются важными с точки зрения решения задач выделения значимых компонент, например, 
для повышения резкости или комплексирования изображений, компенсации искажений, а также 
задач сжатия данных и др. Выделение классов, соответствующих незначительным долям энергии 
изображения, позволяет решать задачу скрытного внедрения в подобласти ПЧ, изменение инфор­
мации в которых не вносит заметных искажений в изображение, и др.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 
проекта №  15-07-01570.
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