
Н А У Ч Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  Серия Экономика. Информатика. 81
2016. №2 (223). Выпуск 37

У Д К  621.396.01

О МЕТОДЕ СУБПОЛОСНОЙ ОПТИМАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

METHOD SUBBAND OPTIMAL INTERPOLATION

Е.Г. Жиляков, А.А. Черноморец, Е.В. Болгова 
E.G. Zhilyakov, A.A. Chernomorets, E.V. Bolgova

Белгородский государственный национальный исследовательский университет,
Россия, 308015, Белгород, ул. Победы, 85

Belgorod State National Research University, 85 Pobeda St, Belgorod, 308015, Russia 

e-mail: zhilyakov @bsu.edu.ru, chernomorets @bsu.edu.ru, bolgova_e@ bsu.edu.ru

Аннот ация. В работе предложен метод интерполяции изображений, основанный на оптимальном вы
числении субполосных оценок производных интерполирующих изображений. Исследованы требования к вы
бору подобластей пространственных частот, в которых осуществляется вычисление субполосных оценок про
изводных.

Resum e. The paper presents the image interpolation method based on the calculation o f the optimal subband es
timates o f the derivatives o f interpolating images. W e investigated the requirements for the selection o f spatial fre
quencies sub-areas, in which the calculation o f the subband estimates o f derivatives was performed.
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В задачах обработки изображений требуется детальны й визуальный анализ полученных  
изображений, что возмож но осущ ествить при увеличении их масш таба. Во многих случаях для р е
ш ения данной задачи не сущ ествует возмож ности получить новое изображение наблю даемой сцены  
с больш им разреш ением, тогда для масш табирования изображений необходимо применять интер
поляционные методы, заключающ иеся в вычислении значений интерполирую щ ей функции в неко
тором фиксированном наборе точек, которые располагаю тся м еж ду пикселям и исходных изобра
ж ений [1].

Простейш им способом интерполяции изображений является интерполяция методом бли
ж айш его соседа (ступенчатая интерполяция) —  м етод интерполяции, при котором в качестве про
меж уточного значения выбирается ближ айш ее известное значение функции. На практике часто 
применяется интерполяция ф ункции нескольких переменны х (билинейная интерполяция и бику
бическая интерполяция). Недостатком является тот факт, что с ростом числа точек м еж ду узлам и  
интерполяции возрастает порядок многочлена, а вместе с ним возрастает число операций, которые 
необходимо выполнить дл я вычисления точки на интерполирую щ ей кривой. С ростом числа точек  
м еж ду узлам и интерполяции на интерполирую щ ей кривой возмож но появление осцилляций.

Изображение, подлеж ащ ее интерполяции, представим в виде прямоугольной матрицы  

вещественных чисел U=(umi,m2), m1 = 1,2 ,..., M 1 , m2 = 1,2 ,..., M  2 . Значения интерполирую щ его  

изображения и = (й  ni,n2), n1 = 1,2 ,..., N 1 , n2 = 1,2 ,..., N 2, следует вычислять в D i  и Д> промеж уточны х  

точках м еж ду исходны ми пикселями вдоль соответствующ их осей координат (Di и D2 -  
коэффициенты интерполяции), то есть размерности исходного и интерполирую щ его изображений  
связаны следую щ ими соотнош ениями:

N 1 = D 1(M 1 - 1) + 1 , N 2 = D 2 (M 2 - 1) + 1 . (1)

При этом  в узлах интерполяции долж ны  выполняться следую щ ие равенства:

и D,  ,  и ,  = u , m, =  1,2 ,..., M , , m .  =  1,2 ,..., M . . (2)D , (m ,-1 )+ 1 ,D 2  (m 2 -1 )+ 1  m m  ' 1 ’ ’ ’ 1 ' 2 , , , 2 v -/

Д л я реш ения задачи интерполяции разработаны различные методы, среди которы х в 
настоящ ее время наибольш ее распространение получила интерполяция на основе бикубических  
сплайнов. Следует, однако, отметить, что такой подход не позволяет учесть частотные свойства 

исходных изображений U=(umi,m2), m1 = 1,2,...,M 1 , m2 = 1,2,...,M 2 , которые мож но описать с помощ ью  

трансформанты Фурье [2],
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М  M 2

F (®1 ,© 2 ) = 2 : 2 : u mtm-2e -M<m' -1)e -M <m2 - 1 ) , (3 )
mt =1 m2 =1

где j  -  мним ая единица, «1, «2 -  пространственные круговые частоты,

- л  < а г < л, - л  < а 2 < л  .

Л егко показать справедливость свойства периодичности (период равен 2 л ) по двум  

аргументам характеристики (3),

F (®1 + 2nkl ,m 2 + 2лk2 ) = F (®1 ,® 2 ) , (4)

где k , k2 -  целые числа.

В свою очередь, трансформанта Фурье интерполирую щ его изображения,
1 N N2

F —— (x1,x 2) = — £  £  г?., e->1Й-1)/4 e->2Й-1)/—2, (5)
—1— 2 i=1 ‘2 =1 ‘2

- л — 1 < x1 < л—1, -  л—2 < x2 < л—2, 

будет такж е периодической функцией с периодами 2л— 1 и 2л— 2 ,

F  ——2 (x1 + 2л—1k1,x 2 + 2л—2k 2) = F  ——2 (x1,x 2) , (6)

где k1 , k  2 -  целые числа.

Интерес представляет установление условий, при которы х в спектре интерполирую щ его  
изображения не появляю тся лож ные частоты (aliasing).

Естественно потребовать, чтобы в спектре F ——2(x1,x 2) интерполирую щ его изображения U  

присутствовали только компоненты, соответствующ ие спектру F (а 1,а 2) исходного изображения U  .

Поскольку в спектре F (а 1, сог) исходного изображения U  присутствую т компоненты во всей  

подобласти V пространственных частот (П П Ч), соответствующ ей периоду трансф орманты  Фурье,

Ул = {(®1,®2) | - л < ю 1 < л, - л < а 2 < л } , (7)

то, имея в виду основные полож ения теории дискретизации, в идеале в подобласти V  ,

V  = {(x1, x2) | - л —  < x 1 < л —х, - л — 2 < x 2 < л —2} , (8)

соответствующ ей периоду трансф орманты  F ——2(x1,x 2) интерполирую щ его изображения U  , долж но  

выполняться соотнош ение

[ F (x1,x 2), (x1,x 2) e V ,
F ——2(x„x2) = \ 1 2 1? ^  л (9 )

[0 , (x1,x 2) e V n  V",

где V -  дополнение подобласти Vx .

Учитывая, что при выполнении практических расчетов трансф орм ант Фурье изображений в 

цифровом виде вычисления осущ ествляю тся в подобласти пространственных частот V  вида (7), то  

в идеале соотнош ение (9) преобразуется к виду
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F ( x „  x 2 )  =
—1 —2F (—1 x , —2x2), (x , x2) e V— — , (10)

0, (x1,x 2) e F  n  V— ' — 2,

где
1 1

Vll—' —2 = {(x1, x 2) | - л/ — 1 < x1 < л/ — 1, - л/ —  2 < x2 < л/ —2} , (11)

F  (x„x2) = £  £  zJî e-* « -1>e-АЙ-1) .

В виду ограниченности размеров изображений в точности выполнить условия (9- 10) 
невозможно. Однако, можно добиться в некотором смысле наилучшего приближения к нему.

Покажем, что выполнению условий (9- 10) способствует представление интерполирующего 
изображения U  в виде следующих аппроксимаций

‘1 -1 ‘2 -1
^  = un + Z 2  V k * , , (12)

при i 1 =  2 ,3,..., N 1, i 2 =  2 ,3,..., N  2, 
и для начальных строки и столбца в виде

k-1

uw -  un = 2 V kx , k  = 2,3,..., N 1 , (13)

11



i-1

«и - и 11 = Z А  , i = 2,3,•••, N 2, (14 )
кг =1

где значения { v ^ } , {^t 1 } , { 7 7 Д , k  = 1,2,...,N 1 - 1 ,  k2 = 1,2,...,N 2 - 1 ,  являются аппроксимациями
второй и первой производных соответствующих фрагментов интерполирующего изображения [2]. 

При этом интерполяционные равенства принимают соответствующий вид
D (m-1) D ( -1)

«щщ-  «11 = Z Z V  , (15 )
k, =1 к =1

при
m1 = 2 ,3,...,M 1 , m2 = 2 ,3,...,M 2,

и
Д (m -1)

«m„1 -  «11 = Z А,1 , m1 = 2,3,•••,M 1 , (16)
ki=1

A( m2-1)
«1,m «11 = Z A  , m2 = 2,3,•••,M 2, (17)

*2=1

когда речь идет о первых строке и столбце.
В самом деле, положим

1 N1-1
z -1 (z) = 7 7  Z D , - Д  < z  < л Д , (18)

Д1 n=1
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Z .  (z) = 7 7  Z  W * (”-1)/D, - Д  < z <nD,
A

( Z rt( z ) , Z„(z) -  трансформанты Фурье векторов фл = {^ д }  , Д .  = { a  k } , k1 = 1,2 ,...,N 1 - 1 ,

k2 = 1,2,...,N2 - 1 ) .

Тогда справедливо представление
1 Д

cpt 1 = -------  f Z 1 (z)ejz(̂ - 1)/D dz . (19)
2лД  Дд " ’  У

Следующий шаг заключается в выборе таких аппроксимаций { д А , А иД и { д д} , 

к1 = 1,2,...,N 1 - 1 ,  к2 = 1,2,...,N 2 - 1 ,  соответствующих производным, область ненулевых значений 
спектров которых вида (18) или для двумерного случая следующего вида

1 N1- 1 N - 1
Д Д  Z Z V  - 1)/D , (20)
DD2 к= 1 *2=1

не выходили бы за пределы ППЧ, соответствующей условию (9).
Для простоты рассмотрим сначала одномерный вектор, имея в виду (13), (18) и (19). 

Соответствующий вектор фА = {^ д }  , k1 = 1,2 ,..., N 1 - 1  предлагается представить в виде 

разложения
N1- 1

Ф.1 = Z а - А ' , (21)
k = 1

по ортонормированному базису, составленному из собственных векторов qkn‘ , к  = 1,2,...,N 1 - 1 ,  так 

называемой субполосной матрицы А а  (понятие субполосной матрицы введено авторами и

исследовано в работах [4, 5]), размерности (N 1 - 1) х (N1 - 1), соответствующей, в общем случае,

некоторой ППЧ V  (f~1, Q 1),

V (Q „ Q1) = {Х11 x  е [ - Д  , - Д [  и  [ ф ,Д [ }  , (22)

0 < Д ,  < Д  < л .

Значения пространственных частот Q 1 и ф  будут уточнены позже.

Далее в работе в качестве разложения вектора фЛ = А д }  , k1 = 1,2 ,...,N 1 - 1  используется 

следующее представление его компонент
N 1 - 1

А д  = Z а . к^5 , к1 = A —  N 1- 1 , (23)
k =1

где q^'t -  компоненты собственных векторов д ф , к  = 1,2,...,N 1 - 1 ,  субполосной матрицы Ац = {a “‘ }, 

i,m  = 1,2 ,...,N 1 - 1 , соответствующей ППЧ V (Q 1,Q 1) вида (22).



Аналогичны е соотнош ения мож но получить дл я вектора ф. = {<ф2} , k2 = 1,2 ,...,N 2 - 1  и 

субполосной матрицы A n2, соответствующ ей П П Ч  V (Q 2,Q 2) ,

î,k2 = NS« .qQk , k2 = N 2- 1 , (24 )
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k=1

V (П2,02) = К 1 X2 e [ - ^ 2, - h 2[ u  [П 2 ,З Д  , (25)

0 < Q 2, < Q 2 < ^ .

Значения пространственных частот Q 2 и Q 2 такж е будут уточнены позже.

Т огда соотнош ениям (23) соответствую т следую щ ие представления

Ф.1 = Q A , (26)

ф 1. = Q  2«2 ,
где

Q1 = (qQ1, q ? , - ,  qQ-1) , (27)

Q2 = ( £ \  q a2\ .. . , Ф А ),

то есть Qi и Q2 -  матрицы, состоящ ие из N 1 - 1  и N 2 - 1  собственных векторов субполосны х матриц

A  и Л 2 ,

«1 = (« 1 ,« 2 ,..., а .Л,-1)Г , (28)

«2 = (« .  « 2 . —  О ,  -1. )Т .

В частности, такие представления предлагается использовать для реализации соотнош ений  
(13) и (14), совокупности которы х мож но придать векторный вид

u.1 -  un?1 = B Q A , (29)

U. -  une2 = B2Q2A ,
где

U.  =  (U1 2 , U1 3 ,..., U^ )T , (30)

U.1 = (U 2 1 , U3 1,..., UN11 )T .

Б 1 и Б 2 -  квадратные нижние треугольны е матрицы, содерж ащ ие 0 выш е главной диагонали и 1 на

главной диагонали и ниже ее, размерности которы х (N 1 - 1) х (N 1 - 1) и (N 2 - 1) х (N 2 - 1)

соответственно; e1 , е2 -  состоящ ие из единиц векторы, размерности которы х (N 1 - 1 )  и (N 2 - 1 )  

соответственно.
Т огда интерполяционны е равенства (16) и (17) мож но представить в следую щ ем виде

U.1 - UnYx = В1ф.1 = B Q A , (3 1)

U1. U11 *72 = В2 ф1. = B 2Q2«2 , (3 2)
где

U1. = иш У ; U.1 = (u 2l,■■■, uM1,1)T,

f 1 , f 2 -  векторы, размерностей (M 1 - 1 )  и (M 2 - 1 ) ,  состоящ ие из единиц,

B1 , В 2 -  матрицы размерностей (M 1 - 1 )  х (N 1 - 1 )  и (M 2 - 1 )  х (N 2 - 1 )  соответственно, состоящ ие из 

строк матриц Б 1 и В 2 с номерами D 1, 2D 1, ..., (M 1 - 1)D 1 и D 2, 2 D 2, ..., (M 2 - 1)D 2 соответственно.

Вычисление значений векторов ф.1 и ф1. предлагается осущ ествлять, исходя из условий  

удовлетворения следую щ ем у требованию: векторы ф.1 и ф1. вида (21), (23), (26) при выполнении  

интерполяционны х условий (31) и (32) долж ны  обладать максимальной сосредоточенностью  

энергии в соответствующ их П П Ч  V (Q 1,Q 1) вида (22) и V (Q 2,Q 2) вида (25), что, учитывая свойство

^  ^  ^  N
E Q (f ) = f TA Q f  = ^ 4? a l  субполосны х матриц A? и A? , соответствует реш ению  следую щ их

k=1 1 2
оптимизационны х задач:

||ф.Л2 -  & Л Ф .1  ^  m in, ф.1 e RN'-1, (3 3 )

U.1 -u  11 %  = В1ф.1,



Н А У Ч Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  Серия Экономика Информатика. 8 5

2016. №2 (223). Выпуск 37

и

\\Ф.\\2 -  Й Л Д  ^  min , Ф. 6 RNl-  , (34)

«1. -U 11-Г2 = B 2^. •
Р еш и м  ук а за н н у ю  з а д а ч у  о т н о си те л ь н о  в ек т о р а  <рА •

Р ассм о т р и м  ф ун к ц и о н а л

Z ц (ФЛ) = \\ФЛ(  - Ф Ф К Ф -1 , (35)

зн а ч е н и е  к о т о р о го  р а в н о  вел и ч и н е э н е р ги и  в ек т о р а  <рл вн е  П П Ч  V  (Q 1; Q 1) ви д а  (22).

А в т о р а м и  д о к а за н о  сл ед ую щ ее утв ер ж д е н и е: ф у н к ц и о н а л  2 г(фл) ви д а  (35) п р и  в ы п о л н ен и и  

и н т ер п о л я ц и о н н ы х  у сл о в и й  (31),

В1Ф.1 = «.1 - «11 %  , (36)

п р и н и м а ет  м и н и м а л ьн о е  зн а ч ен и е

п р и  

где

Z Qj (Ф»1) = m i i i | - фт.1 А а фл , (37)

Й1 = Q W -1GT (G W -1GT )-1U , (38)

«1 = « . 1 - «11-71, (39)

G  = B1Q1, (40)

W -  м а тр и ц а , р а зм е р н о ст и  (N 1 - 1) х (N 1 - 1),

W = /1 -  L , (41)

I 1 -  е д и н и ч н а я  м а тр и ц а  с о о тв е тств у ю щ е й  р а зм е р н о сти ,

L 1 -  д и а го н а л ь н а я  м а тр и ц а , д и а го н а л ь н ы м и  э л ем ен т а м и  к о то р о й  я в л я ю тся  со б ств е н н ы е ч и сл а

XQ, AQ1,...,^  ̂  суб п о л о сн о й  м а тр и ц ы  A Q •

Т о гд а  р е ш ен и е за д а ч и  и н т ер п о л я ц и и  п е р в о го  сто л б ц а  и  п е р в о й  с тр о к и  и схо д н о го  
и зо б р а ж е н и я  в  о к о н ч а т ел ь н о м  в и д е  о п р ед ел я ется  со о тн о ш ен и я м и :

« . 1 = « 1 1 e  + B 1 Q1 W1- 1QTBT (B1Q1 W1- 1QTBT) - 1 (и. 1 -  « 11% ), (42)

«1.  = «11?2 + B 2Q 2W2-1QTBT(B 2Q 2W; lQ T2B T2 ) - 1 (ии - «1172) , (43)

гд е м а тр и ц а  W2 в в е д е н а  д л я  п е р в о й  с тр о к и  и зо б р а ж е н и я  а н а л о ги ч н о  м а тр и ц е  W1 (41), в в ед ен н о й  

д л я  п е р в о го  сто л б ц а  и зо б р а ж ен и я .
Д в у м е р н а я  и н т ер п о л и р у ю щ а я  ф у н к ц и я  ви д а  (12) п о  а н а л о ги и  с  (29) п р ед ст а в л я ется  в  ви де 

м а тр и ц ы

U« = ми?1?2т + B1TB2т (44)

где

U  = (« ) ,  n  = 2,...,N , , n2 = 2,...,N , ,« X П!П2 ? 1 ’ ’ 1 ? 2 > > 1 ?

Т  -  м а тр и ц а  (^ а ) ,  /' = 1,2,...,N 1 - 1, к  = 1,2,...,N 2 - 1, а п п р о к си м и р у ю щ ая  в то р ы е п р о и зв о д н ы е

и н т ер п о л и р у ю щ его  и зо б р а ж е н и я  и  у д о вл е тв о р я ю щ а я  тр еб о в а н и ю  п о  а н а л о ги и  с за д а ч е й  (33), 
о б л ад ан и я  м а к си м а л ь н о й  со ср ед о то ч е н н о ст ь ю  эн е р ги и  в  с о о тв е тств ую щ е й  П П Ч  п р и  в ы п о л н ен и и  
и н т ер п о л я ц и о н н ы х  р а в е н ст в  (15), з а п и са н н ы х  в  м а тр и ч н о м  в и д е

U « -  « 117172T = B 1^B 2T , (45)

U« = « ) ,  i = 2,...,M  1, к  = 2 ,...,M 2 •

П о а н а л о ги и  с р е ш е н и е м  (38 ) о п т и м и за ц и о н н о й  за д а ч и  (33 ), (3 6 -3 7 ) , а в то р а м и  бы л о  
д о к а за н о , ч то  у к а за н н а я  м а тр и ц а  Т  м о ж ет  б ы ть  п р ед ст а в л ен а  в  ви д е

т  = Q W 'Q T B T  (B1Q1W1- 1QTB T) - 1 ( U  -  «11/ 1/ 2T )(W -1QT BT (B 2 Q 2 W2-Q T  B T ) - 1 )T Q 2T • (46)

Т о гд а, и н т ер п о л и р ую щ ее и зо б р а ж е н и е о п р ед ел я ется  со о тн о ш е н и ем

U  =  «11?1?2T  +  m W - 1Q T B  (B  Q1 W - QTBT  ) - 1 (U «  - « ц/ /  W - Q l B l  B  Q 2̂ 2- 1Q2T ^ 2T  ) - 1)T Q2T B 2T  • (47)

П р о в ед ен и е  в ы ч и сл и т е л ь н ы х  эк сп ер и м ен то в  п о  и н т ер п о л я ц и и  и з о б р а ж е н и й  н а  о сн о ве 
п р ед л о ж ен н о го  м е то д а  п о к аза л о , ч то  п р и  р а с ч е та х  н е  р е к о м е н д у е тс я  и сп о л ь зо в а ть  со б ств ен н ы е 
в ек то р ы  с уб п о л о сн ы х  м а тр и ц , с о о тв е тств у ю щ и е с о б ств е н н ы м  ч и сл а м , б л и зк и м  к  н у л ю  [6]- 
О б ъ я сн я е тся  д а н н а я  р е к о м ен д а ц и я  те м , ч то  эн е р ги я  т а к и х  с о б ств е н н ы х  век то р о в , и схо д я  из 
и с сл е д о в а н н ы х  р а н е е  и х  св о й ств , р а сп о л о ж е н а , в  о сн о вн о м , в н е  с о о тв е тств у ю щ е й  П П Ч , ч то 
н а р у ш а е т  тр еб о в а н и я  ( 9 -1 0 )  со ср ед о то ч е н н о ст и  э н е р ги и  р е зу л ь та то в  и н т е р п о л я ц и и



С ущ еств ен н о е  зн а ч ен и е и м е е т  в ы б о р  в ел и ч и н ы  п а р а м е тр о в  0 1 , Q 1 и  0 2, Q 2 в о п р ед ел ен и и  

(22) и  (25). О ч ев и д н о , ч то  и х  вел и ч и н а  д о л ж н а  б ы ть  св я за н а  с  у сл о в и е м  (10 ). И м ея  в  в и д у  св о й ств а
со б ств е н н ы х  в ек т о р о в  и  ч и сел  с уб п о л о сн ы х  м а тр и ц , а та к ж е  о сн о вн ы е п о л о ж ен и я  т е о р и и
д и ск р ети за ц и и , м о ж н о  п о к аза ть , ч то  д л я  с у б п о л о сн ы х  м а тр и ц  сл ед у е т  п о л о ж и ть

~ л
q  = 0 , q  = — , (48)

1 1 Ц

~ л
q 2 = 0 , 0 2 = — . (49)

D 2

П о к аж ем , н а п р и м ер , ч то  п р и  у к а за н н ы х  зн а ч е н и я х  0 1 и  q , эн е р ги я  и н т ер п о л и р ую щ его

л
в ек т о р а  иЛ (13), (42) со ср ед о то ч е н а  в  П П Ч  V  = (0, — ) .

D 1
В п р о ц е ссе  р е ш ен и я  за д а ч и  и н т ер п о л я ц и и  н а о сн о ве  р е ш ен и я  о п т и м и за ц и о н н о й  зад а ч и  (33) 

в ек т о р  А , я в л я ю щ и й ся  а п п р о к си м а ц и ей  п р о и зв о д н о й  п о  п е р в о м у  с т о л б ц у  и н т ер п о л и р у ю щ его  

и зо б р а ж е н и я , бы л  в ы ч и сл е н  т а к  (зад а ч а  33 ), ч то  его  эн е р ги я  м а к си м а л ьн о  со ср ед о то ч е н а  в  П П Ч

V  = (0 ,Л ) .
—1

П о ск о л ь к у  и н тер п о л и р у ю щ и й  в ек т о р  иЛ = {«к1} , к  = 2,3....,N 1 со о тв е тств у ет  и н т е гр а л у  от 

п р о и зв о д н о й , а п п р о к си м а ц и ей  к о то р о й  я в л я е тся  в ек т о р  А 1, т о  эн е р ги я  (сп ек тр ) и н т ер п о л и р ую щ его

в ек т о р а  иЛ, со о тв е тств у ет  сп е к т р у  (эн ер ги и ) в ек то р а  А 1, в  к о то р о м  н а б л ю д а ет ся  о тн о си те л ь н о е  

сн и ж ен и е з н а ч е н и й  в  о б л а сти  в ы со к и х  ч астот.

А н а л о ги ч н о , м о ж н о  п о к аза ть , ч то  эн е р ги я  и н т ер п о л и р у ю щ его  в ек то р а  и „  (14), (43) п р и  

и сп о л ь зо в а н и и  м е то д а  и н тер п о л я ц и и , о сн о в а н н о го  н а  р е ш е н и и  з а д а ч и  м а к си м и за ц и и  д о л ей
л

эн е р ги и  п р о и зв о д н ы х  в  за д а н н о й  П П Ч , со ср ед о то ч е н а  в  П П Ч  V  = (0, — ) ,  а та к ж е, ч то  эн ер ги я
D 2

д в у м ер н о й  и н т ер п о л и р у ю щ ей  м а тр и ц ы  U« (12), (47) со ср ед о то ч е н а  в  П П Ч  в и д а  (11), ч то  

со о тв е тс тв у е т  тр еб о в а н и ю  (10).

П р и  р е ш е н и и  за д а ч и  A .J|2 ^  m in , ФЛ е  R N‘-  , и н т ер п о л я ц и и  н а  о сн о ве  м и н и м и за ц и и  н о р м ы
II II А.1

с о о тв е тств у ю щ и х  п р о и зв о д н ы х  та к ж е в ы п о л н я ется  т р еб о в а н и е  со ср ед о то ч е н н о ст и  эн е р ги и  
и н т ер п о л и р у ю щ и х  ф у н к ц и й  в  зад а н н о й  П П Ч  (10 ), т а к  к а к  в  о б о и х  м е то д а х  в  п р ед став л ен и и  
с о о тв е тств у ю щ и х  а п п р о к си м а ц и й  п р о и зв о д н ы х  и сп о л ь зу ю т ся  со б ств е н н ы е в ек то р ы , д л я  к о то р ы х  
с о о тв е тств у ю щ и е и м  со б ств е н н ы е ч и сл а  и м е ю т зн а ч ен и я , сущ еств ен н о  о т л и ч а ю щ и е ся  о т  нуля. 
С л ед о в ател ь н о , эн е р ги я  век то р о в , н а  о сн о ве  к о т о р ы х  о су щ еств л я ется  п р ед ст а в л ен и е  и ск о м ы х 
о ц е н о к  п р о и зв о д н ы х, в  о сн о вн о м  со ср ед о то ч е н а  в  зад а н н о й  П П Ч . И з это го  та к ж е сл ед уе т  и  
со ср ед о то ч е н н о ст ь  эн е р ги и  р е зул ь та то в  и н т ер п о л я ц и и  в  т о й  ж е П П Ч .

Т а к и м  о б р а зо м , н а р я д у  с в ы п о л н ен и ем  и н т ер п о л я ц и о н н ы х  р а в ен ст в  (1 6 -1 7 ) , 
и н т ер п о л я ц и о н н ы е в ек то р ы  ви д а  ( 4 2 -4 3 )  о б л а д а ю т зн а ч и т ел ь н о й  (в о тд е л ь н ы х  сл уч аях, 
м а к си м а л ьн о й ) с о ср ед о то ч е н н о ст ь ю  э н е р ги и  век то р о в , а п п р о к си м и р у ю щ и х  п р о и зв о д н ы е, в 
в ы б р а н н ы х  ч а сто т н ы х  п о д о б л астя х . Д л я  д в у м е р н о й  и н т ер п о л и р у ю щ ей  м а тр и ц ы  (47) н а р я д у  с 
и н т ер п о л я ц и о н н ы м и  р а в е н ст в а м и  (15) и м е ет  м е сто  зн а ч и тел ь н а я , в  о т д ел ь н ы х  сл уч а я х  -  
м а к си м а л ьн а я  со ср ед о то ч е н н о ст ь  э н е р ги и  в  вы б р а н н о й  ч а сто т н о й  п о д о б л а с ти  м а тр и ц ы , 
а п п р о к си м и р у ю щ ей  в то р ы е ч а стн ы е п р о и зв о д н ы е, ч то  со о тв е тс тв у е т  тр еб о в а н и ю  (10) п о ста н о в к и  
з а д а ч и  и н тер п о л я ц и и .

Н а о с н о ва н и и  п р е д л о ж ен н о го  м ето д а  с уб п о л о сн о й  о п ти м а л ьн о й  и н т ер п о л я ц и и  б ы л а  
р а зр а б о та н а  его  п р о гр а м м н а я  р е а л и за ц и я  и  п р о в ед ен ы  в ы ч и сл и т ел ь н ы е эк сп ер и м ен ты , 
п о к а за в ш и е его  в ы со к ую  р а б о то сп о со б н о сть .
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