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Аннотация. В работе показано, что рассматриваемое ядро является усредняющим в весовым 
классах Лебега и получено преобразование Фурье -  Бесселя такого ядра. Ядро рассматриваемого вида 
может быть использовано при построении обратного оператора к гиперболическому потенциалу Рисса, 
порожденного многомерным обобщенным сдвигом.

Resume. It is shown that the considering kernel is the averaging kernel in the Lebesgue weight class of 
functions. The Fourier -  Bessel transform of such kernel was obtained. This kernel can be used in the con
struction of the inverse operator for the hyperbolic Riesz potentials generated by multidimensional generalized 
translation.
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Введение

Исследование классических гиперболических уравнений опирается на интегральные 
операторы, называемые гиперболическими потенциалами. Такие потенциалы определяются на 
основе расстояния Лоренца. Их изучению посвящены многочисленные исследования [l-б]. 
Обращение гиперболических потенциалов опирается на операторы со специальными ядрами. 
Исследование сингулярных гиперболических уравнений также приводит к изучению весовых 
гиперболических потенциалов, которые мы называем гиперболическими В-потенциалами. Они

П

представляют собой отрицательные вещественные степени оператора Q  = В  — Ж  , где
i=2 '

_ д 2 у. 8
В  — Н— '■------ ----  сингулярный дифференциальный оператор Бесселя с произвольным

'■ дх; x t дхк

положительным индексом У, , i =  l , . . . ,n  [7, с. 3]. Дробные степени подобных операторов

исследованы в источнике [8]. Исследование обращения таких операторов так же, как и в случае 
классических гиперболических потенциалов, требует изучения специальных ядер в весовых 
функциональных классах. Одно из таких ядер изучается в данной работе.

Отметим, что В-потенциалы Рисса с евклидовым расстоянием (эллиптические риссовы 
В-потенциалы, которые можно представить как отрицательные вещественные степени
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П

оператора Л г = 2 А  ) достаточно хорошо изучены [9-12]. Однако, подходы к изучению
к=1

эллиптических и гиперболических В-потенциалов отличаются, и мы будем использовать как 
инструменты, приспособленные для работы с потенциалами, порожденными обобщенным

сдвигом Т у [13], разработанные в [9-12], так и методы работы с гиперболическими 
потенциалами, предложенные в [4, 5, 8].

Основные определения

Пусть = { j  = ( j 1, . . . ,J „ ) G P n,J 1 > 0,...,ХП > 0 }, |х|= у/х? + ... + Х* , 7  = {У\,-,У„) -  

мультииндекс, состоящий из фиксированных положительных чисел и | /  |— У\ + • • • + .

Следуя И. А. Киприянову [7, с.21], функцию определенную на Р „ будем называть I-чётной 

(по Киприянову), если она может быть продолжена на Р п четным образом по каждой переменной

X,- с сохранением класса принадлежности функции. Примером функциональных множеств такого

рода четности может служить множество I раз непрерывно дифференцируемых функций, 

определенных на положительной полуоси X >  0 , все производные которых нечетного порядка, 

меньшего или равного I , равны нулю при X = 0.

Через U p (Р  * ) =  I I  , 1 <  р  <  со , будем обозначать замыкание по норме:

/ I L (p : )  II/ I U

N \1р

J" I / (х ) \Р x rdx

р V п

ХУ = I \ х .'.П >
/=1

множества измеримых на Р n, I  -четных функций f  (х ) , определенных в области Р п, Хорошо

известно, что это пространство банахово [7].
Преобразование Фурье-Бесселя [13], рассматриваемое в данной работе, имеет вид:

рлт)=

где =  а Ш )  - )-ф>-нкция Бесселя, связанная с функцией Бессеяя первого

рода J v формулой [13]

х

Многомерный оператор Пуассона имеет вид [7]
71 71 п

П: f i x )  = С  (;/)J.. J f  (х: cos x n cos a „ )]~[ sin7' “  a } d a ; ,
./=1

C ( y )  =  x M  П -

j =1

v 2 y

Свойства оператора (2) изучены в [14] и [15].
Приведем формулу интеграла по сфере от «весовой плоской волны» из [16].

(1)

(2)
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Пг
-p-J/d^ I/>)( !-/> ')  2 dp, (3)

е / т ч у ^ е ц п л

Основной результат

Рассмотрим функцию:

С(п,у,е)Nr(x,s) =-------— — --------- , (4)
—-г 1 п+\у'\

( x f + £ r ) z  ( k ' r + e  )  2

J! _  v \ ^

где x ' = (x2, . . . , x „ ) , e > 0 ,

С (n ,/ ,£ )  = ■

2 V r ^  + i r T + l 7

• n n 7,- +1n\
/=1 V У

Далее мы покажем, что функция (2) является усредняющим ядром (см. в ниже доказанной 
теореме) и найдем преобразование Фурье -  Бесселя этого ядра (свойство 3 теоремы).

Изучаемое нами ядро (2) оказывается полезным при изучении В-потенциалов с 
лоренцевыми расстояниями.

В следующей теореме приводятся основные свойства ядра Ny (Ж £ ).

Теорема. Функция N (х,£) обладает свойствами:

1. j N r ( x ,s ) x rdx = j N r ( x , l) x rdx = \,
р + р +

п п

2. N y{ x ,s ) e  Пр, 1 < р  < с о ,

3 . FB[N y{ x ,s ) №  = e ^ ~ £^'y

Д о к а за т ел ьст в о

1. Легко проверить, что |  N r( x ,e ) x r dx =  j" N ,,(х, 1 )х: dx (применить растяжение X — s y ).
р + Р +

п п

Остается показать, что ^ N y(x ,\ )x ydx = \ . Простейшие преобразования приводят к

р+П
вычислению трех интегралов:

Г у ф  _ Г  y[ldyi г r"+L/|-2
Гл

f f r r ] dr f a ' d s
J 7\ , ■1 J ”+1 Г J

р + ,  ~ +1 ,  ° ,  о + 1 ° ( / - 2 + 1 1  2 s + 1
" (.vi + 1) ( | / | 2 + 1 ) 2 (У,! + 1 ) 2 У‘  + |) ?

где - поверхность "нагруженной сферы" | <7 |— 1,<7; ^  О в Р (,_|. Первые два из них вычисляются 

по формуле из источника [16], а площадь "нагруженной сферы":



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ |F J  Серия Математика. Физика. 2016. № 6 (227). Выпуск 42 15

п

Г Г
| С /™\+ 1— /=2 Г * ' . )
l^lV'V 1

277-2Г (  П+ \ /  ' 

1 2
(источник [16, формула (1.2.5)]). Отсюда следует доказываемое равенство.

2. Свойство N  (х, e ) e I I  , \ <  р  <  со -  очевидно.

3. Найдем преобразование Фурье-Бесселя от N  (х, £ ) . Имеем:

F J N , (х ,е ) ] ( { ) = С ( „ ,г ,е )  | -----------------------  х 'с к  =
р+ — n+lr'l

"(jci2+s2)2 (\x'\2+s2) 2

t \ j r
7 = 1 li__

= C(n, r, e)  j ---------------- 2------------------ x rdx =
+ — +1
n(x2+S2)2 (I x' |2 ~\~£2') 2 

J  l( xi î)
00   I

0
(x 2 + £ 2)2+1 P ^ d x 'l^ + ^ O

Переходя в интеграле по л-, к функции J v по формуле (l), получим

J r -  i (*.£.> а±1
ОО —   Hi

0
№  =  2  2  #1 2 Г  { ^ - - 7  Л х ^ .

^+1 Ч  2 JJ a + l V
( x f  +  e 2 ) 2  < Л 2 + £ 2 ) 2  2

Для вычисления последнего интеграла применим формулу 2.12.4.28 со стр. 160 из [18],
которая имеет вид:

°Г x r+1 c p-1z ’’-p+1
J v(cx)dx = — — — — K v_ ^  (cz), (5)

f,(x2+ z 2r  r̂ +1

с > 0 , R e z > 0 ; - K R e v < 2, R e p - - ^ ,

где K y(x )  -  функция Макдональда:

ж I_a( x ) ~ I a(x)
в д =

2  s in ( a ^ )

/  ( x )  =  / “ J  ( /x )  =  " V ------------  f  — I

а функции I a{%) и К  f/( j )  называются также гиперболическими функциями Бесселя первого и 

второго рода, соответственно. Очевидно, что
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Ка(х) = К_а(х).

Приведем также формулу из [18] вида:

л

K ^ z ) =  y\— e ~Z-

Имеем р  = ^ - + 1 , v = — — - ,  с = £  , Z £ 
2  2

г, + 1

(6)

i +1 Л
J  J x ^ x)dxx =

Ул ~  1

(Xj2 + S 2) 2

h h Ул  - 1

2 2 Г | ^
2 2 i f y  + l

~е(л

Ул  + 1

2  z  s T  ^  +  1

Следовательно,

Л  _ j W i )
л И

( х 2 + £ 2) 2

—  x J d x , = ---------7---------4-

'• 1 ‘ - O ' ,  >2 f T + 1
v 2 у

(7)

В интеграле:

х ’ \Z + £ Z)

X +
перейдем к сферическим координатам X1 = Г в , д  = — — £ Р и _ ь  получим:

Iх I

Г 1 (II. с' ' )(.у')Л/У
J »+И

р«-1 ( | У |2 + £ 2) 2

г «+1г'|-2

= 1 I
0 ( г 2 + £ 2) 2 ^ ( и - 1)

Для вычисления интеграла |  (П,; в ” ) в у dS воспользуемся формулой (3), получим:

^ ( и - 1)

ПН Yt +1
и+1/1-4J < K < r !n e t' W ' J S =  2j g-w1(i- Р 2) v  d p

s+ (И-1) л[ж2п~2 Г  1 7 1  -1
2
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п+\у'\-4

j e ,rpiri( l  - р 2) 2 dp.

Применяя формулу 4 из [19] вида

будем иметь:

J  (1% еЧг<в’Г ))() dS  = ---- ^

п+\у'\ -2

n+W'\-3 ( Г  I I )  =

4 ^ 2 " - 2t

r n r , + 1

(п+\у'\-А1 2 J1 2 J
n+\y'\-i Я+1/ Ь

2 2

2

n + | / | - 3

Получим:

1

p«-i (| x ' \" + £ ~ ) 2

Yi + 1
П г |

_  /=2

n + | / | - 3
f  П \  2 c

J n+\f\ n+\y'\-.

° ( r 2 + s 2) 2 2

T J n+H -3(r \ € '0 d r.

fj+1 у' I f?+ I I —3
Последний интеграл найдем по формуле (5) при р  = -----——-, у = ----- ——  ---- , с =\£ \,

Z £ и используем формулу (6):
п+\у'\-\

TJ „+W'\-̂ r \%'\)dr = -п+\у'\ п+\у'\

п+\у'\ х 1
1 П  2 ~ ^

п+\у’\
° ( г 2 + £ 2) 2 2 2 2 - \ { П+\У  I

— К л ( е \ ? \ )  =

л -г|г'1 -

и+1/1 -3  
~2

-*1#1
п+\у'\-\ 

) 2~ sT
п + \ у '\

Тогда

I  Ц я (Г
р«-1 ( | У |2 + £ 2) 2



18 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ | ; : | Серия Математика. Физика. 2016. № 6 (227). Выпуск 42

_  i=2
sn - 2

к \ ? и sF

Пользуясь (7) и (8) имеем:

л / ^ П Г
у, + 1

2 V е'"'

,Рв [Ж ,(х,гг)](£) = С(п,у,еУ

/ , + 1

i=2

2eff — +11 2”4 еГ|

(8)

2 ^ Г ^  + 1 г № - п щ
/=1 '

7 + 1

п П П
/=1 '

7/ +1 2 V 2r | ^  + l|r| П +\Г

Доказательство закончено.
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