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Аннотация. Настоящая работа посвящена проблеме распределения нетривиальных нулей дзе

та-функции Римана С (V) на критической прямой 'Ji.S' = 1 /2 . В 1984 г. А.А. Карацуба доказал, что по

чти все отрезки прямой K s =  1/2 вида [Т ,Т + Х е ], где 0 < Xq (с) < X  < Т < 2Х . содержат более 

c0{s)T £ ln T  нулей нечетного порядка функции £"(1 /2  + it). В настоящей работе автор уменьшил

длину отрезка осреднения. Мы доказали результат Карацубы для отрезка (А • А + А )• Доказатель

ство главной теоремы основано на получении оценки сверху для специальной кратной тригонометри
ческой суммы.

Resume. In this paper, we study the distribution of lion-trivial zeros of the Riemann zeta func

tion С (V), which are on the critical line 'Jlv = 1 / 2  . In 1984, A. A. Karatsuba proved that almost all intervals of

line 4Jlv = 1 /2  of the form [7 . 7' + X  ] ; where 0 < X ()( e ) < X  < T  < 2X  , contain more than cq{s)T  In / 

zeros of odd orders of the function £ (I / 2 + /Y) . In this paper, the length of the averaging interval has reduced.

We proved Karatsuba's result for interval (A • Л + A )• Proof of the main theorem is based on obtaining 

an upper estimate for the special multiple trigonometric sum.

Ключевые слова: дзета-функция, нетривиальные нули, критическая прямая.
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Введение

Дзета-функция Римана задаётся на полуплоскости 5%  > 1 рядом Дирихле
+СО 1

/7=1 ^
и аналитически продолжается на всю комплексную плоскость кроме точки s=l. Леонард Эйлер доказал сле
дующее замечательное тождество:

C(S) = U
р

-.И л- > 1,
Р

с помощью которого он дал аналитическое доказательство теоремы о бесконечности количества 
простых чисел.

Бернхард Риман стал изучать дзета-функцию как функцию комплексного переменного. Хо
рошо известно, что все комплексные нули С(s) расположены симметрично относительно прямой

= 1/ 2, которая называется критической. В 1859 г- Б. Риман [l] высказал гипотезу о том, что все

комплексные нули С {s') дзета-функции лежат на критической прямой 'Jiv = 1 / 2.
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В 1914 г. Г. Харди доказал, что на критической прямой лежит бесконечно много нулей С {s') 

дзета-функции. Пусть N0(T) — число нулей нечетного порядка функции, лежащих на промежутке 

(О,Г]. В 1921 г. Г. Харди и Д. Литглвуд [2] доказали следующую теорему:

Для любого £ > 0 существуют Т0 = Т0 (е) > 0, с = с (г;) > 0 такие, что при Т >Т0, Н  = у-а5+'; 

справедливо неравенство:
N0(T + H ) -N 0(T)>cH .

В 1942 г. А. Сельберг [3] улучшил результат Харди и Лигглвуда. Он доказал, что при услови
ях теоремы Харди и Литтлвуда справедливо неравенство:

N0(T + H ) -N 0(T)>cH\nT. (1)

Сельберг [3] высказал гипотезу о том, что оценка (1) имеет место при меньших н  , то есть, при II = 7’ы 1'' .

где « положительная постоянная, меньшая 1/2.
Ряд замечательных работ о нулях дзета -  функции Римана выполнил А. А. Карацуба [4—11]. В 

1984 г. А.А. Карацуба установил, что неравенство (l) справедливо при Н  = 7-27 8 2 1 . Тем самым он 
доказал гипотезу Сельберга о числе нулей дзета-функции Римана, лежащих на критической пря
мой. А.А. Карацуба [6] решил задачу о числе нулей дзета-функции Римана на очень коротких про
межутках критической прямой <<в среднем>>. Доказана следующая теорема:

Пусть £ >0 произвольно малое фиксированное число, X  > X 0(s)> 0 , н  = X е , х < т < 2х . 

Рассмотрим соотношение:
N0 (Г+ Н )~  N0 (Т) > схН  In Г , (2)

где q  = q  (е ) > 0 -  некоторая постоянная, зависящая только от и через обозначим множество тех 
т из промежутка х  <т < 2. x , для которых (2) не выполняется. Тогда для меры этого множества /n{Ei) 
справедлива оценка:

ц{Ех) < Х 1- ^ .

В 1988 г. Л.В. Киселёва [12] получила результат подобного рода, но для отрезка

{Х , Х  + Х ^ /1-+е) _ в настоящей работе автор уменьшил длину отрезка осреднения. Сформулируем 

основные теоремы:

Т еорем а 1. Пусть £ > 0 - произвольно малое число, X  > Х 0 (е) > 0 , Н  = X s ,

V \  ту'7/8+£
Л ^ Л  , Х < Т <  A '+ A 'j.

Через е обозначим множество тех тиз промежутка \Х. X + Х} \, для которых интервал 

[Т ,Т +Н ] содержит меньше, чем с0Н InТ число нулей нечетного порядка функции С(0,5+it), 

где с0 = с()(,<;) > 0 -  некоторая постоянная, зависящая только от . Тогда для меры этого множе

ства fi(E) справедлива оценка

7/8_j_£
Т еорем а 2. ПустьО <£ -  произвольно малое число, X > X 0(s)>  О, Н  = X s , Х\ > X  } 

Х < Т < Х + Х \ ,  М  = \Х / Н\ ,\1] = |А', / / / 1. При /п = М  + \.М + 2.---.М  + М } рассмотрим интервалы 

вида [тН,тН + Н \.

-О 5 s
Тогда в каждом из указанных интервалов, за исключением не более М]М ’ из них, со

держится более чем ^НЫТ нулей нечетного порядка функцииС(0,5+it), где cl =cl (s)> 0 -  неко

торая постоянная, зависящая только от s .

В сп ом о гател ьн ы е утвер ж д ен и я

В дальнейшем будем употреблять следующие обозначения: е,е1---> 0 -  произвольно малые

7/8+£ _____
фиксированные числа, j c  -  растущий параметр, Х х > Х  , Х < Т < Х + Х и Р = 4 Т ! 2 я  , н = х £,
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L = ln l  , Y = Я 0'01, 0 <: h < А, <: 1 -  параметры, зависящие от -/ , значение которых будет определено 

позднее, Л,Л1,Л2 ••• -  положительные рациональные числа, знаменатель которых не превосходит г , 

действительные числа a(v) находятся из соотношения

1 _ у  flr(V')

числа P(v) и а (л) определяются следующим образом:

5R.S > 1,

а(Я)= У  /?0'l)/?0 '2) д ) / ) = И '')(1 -1 п1 71 п7 )Л < 1 '< У ,
т'1=Ау2 У2 ' [О, V > Y.

Л ем м а 1. Пусть при У = 1,2 суммы Wj(T) определяются равенствами:

Щ Г ) =  2  / I X J

iT

ехр
Н

In
и

W2(T)= Е  
>̂<>̂2 —Р

a(ll )d(ll )a(A2)d(A2) Ао

где

d ( A )  =  f *  e - ( u l h r  | —  | d u .
? ( P

iT  (  

exp
( H .  (A o ^  

— In —
, 2 U y y

2 'N

Я
Тогда справедливы следующие оценки:

r-V+.v, 9 Л', Г11! 10 с
J  W f  ( T ) d T «  5— —  , J

l l r l OA'+.v, 9 Z
'W+iTtfTKK 5—

A' н

где постоянные в знаке «  зависят только от Е.
С хем а  д ока зат ельст ва . Пусть W(T)  -  одна из двух сумм w j ( T ) , j  = 1,2 и dl (X) = l ,

h2 = 1, если [('('/ ) = II] СТ) , a dl ( l)  = d ( l ) , h2 = h,  если W(T) = W2(T). Пользуясь определения числа 

я(/1) и неравенством Коши, получаем:
2

j ; ! +AlK c o | V «  f 8j
8 fA'+A'j

А' Е  Е  Ф(пъ п2,Т)
щ<аР пф<п.2̂ пф(\+Ы Н) 

п2<уР

dT. (3)

где Ф(иь и2,Г) = 4 (ЙЛ ! 1'2М (й21’з ! va) fn 2 \
гТ

V й !  У

ехр
( н  (

— In
2

«2
2 'N

V у  у

а  = r2 /f 1 , =  Г1Г4/О2Г3ХХ = г4 /г3 и I-|. I’2. 1'з. 14 -  некоторые фиксированные натуральные числа, не 

превосходящие Y. Пусть р0 = J x  /(2 л). Разбивая промежуток суммирования по щ на два промежут

ка точкой Р0а  , приходим к неравенству:

( 2

\Xx +Xl\W(T)fdT «  Г8
fA'+A'i
Ja_ X  Е  Ч п Ь п2,Т)

щ < Р 0а  п ф < щ < щ Р ( \ + Ы  Н )

ih

dT +

f A '+ A ' j

Ja_ E  E  щпъп2,т)
Р ^ а к щ й Р а  п ф о ц  < щ Р ( \ + Ы Н )  

i h  < Р у

2  ̂

dT (4)

Будем обозначать два интеграла в правой части выражения (4) через J x и J2 , соответственно,

}\ < Р̂ а и PqOC < «j < Ра .
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Пользуясь тем, что промежуток суммирования по щ короткий, оценим интеграл ./2 так:

<АТ1
J2 « -

i . l ’l

Я
Оценим интеграл -J\ сверху. Разбивая промежуток суммирования по щ в этой формуле на 

ков вида N < щ < Щ < 2N < Р(]а . приходим к неравенству:

2

I  I  Ф(Щ,П2,Т) ат.
N o i l < N l п ф < 1 ь < п ф (\ + и Н )

Применяя к последней сумме по преобразование Абеля, пользуясь оценками

h

(5)

; ь  промежут-

т r-l'+A',
A « L - ] X

v 2
<h: d'

v 2

h
< — d”

v 2

приходим к неравенству:

где

г А'-

Н у

Л'+Л',
I  I

Jx « h U 2 Ib

- ( H l n ( n 2/,h/3)/2)2 f  V T

(6)

N K n ^ N n  N p < n 2< N ф  ' [ n \n 2 v \v 2 v l v A

1, e c m N  < n j < N j и п 1/? < п 2 < n1/?(l+L/H),

V « l y

E(nh n2)

Е(щ,п2) =
[0, в остальных случаях,

N  < n 2 <Ni  и Л < Л3 < \ | (1 + /, /1[) — некоторые фиксированные числа. 

Далее, применяя к 1Х известный прием [7], получаем:

h « X 1 I  I
Ы <щ ,пъ<Ы0 N  Р < п0,па <ЫъР

- ) \ k4< N 2{3L/.\\

f n2n ^  

\ п \ Ч  j

IX

?](пь п2,щ ,п 4 )Е(пь п2)Е (щ ,п 4) + 0\е-0.011т
(7)

где

а~{н 1 п ( /(щР))/2)~ ~(н 1п(п4 /(пф))/2)~ -(-̂ "1 ln(H2H3 /(п\пА ) )/2)~

фцпуцщ

Разобьем последнюю сумму на две суммы: х -  часть этой суммы, отвечающая таким слагае

мым, у которых п2щ = п\п+ , a W — слагаемым, у которых

1 < >ЪН3 — <
N 2/3L

-Y,

Оценим сумму s количеством возможных наборов чисел щ, и2, н3, пА

S < -
Я

(8)

Так как в W присутствует множитель

г \iX 
» 2 » 3

Щ1Ц J

то можно воспользоваться осцилляцией. Оценим сумму W так:

\W\« -
Y 3L8

Я
(9)

Из (3- 9) следует утверждение леммы.

С ледстви е 1. Пусть 8 — произвольное положительное число, не превосходящее 1, Е2 — мно

жество таких т из интервала | X . X  + X J , для которых выполняются неравенства



v \ -5  Y 11 Л 0 , 4 v \ -5  Y 11 Л 0

Wx (Т) > Y '■ , w i ( T ) > Y L
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Н  “ н

Тогда для меры множества Е2 справедлива оценка М(^2) « Х ° .

Лемма 2. При обозначениях теоремы 2 справедливы неравенства:

М+Ь Kix b 2 й4̂ 11! 11«■
Т Я = А / +1 ^  ГП=М+1 ^

Лемма 2 доказывается по аналогии с доказательством леммы 1.

Доказательство основной теоремы

В следствии 1 полагаем 8 = 1 — A l l s .  Будем рассматривать те числа г из X <Т < А' + А'|, кото

рые не принадлежат множ еству^ \ для них выполняются оценки:

r U Z 10 О h AY U l } °  
/( , '  (Т) <  _ _  , / С ;  ( Т ) < -4н ’ “ л/я

Из рассматриваемых чисел г выбросим те, для которых выполняется неравенство:

С{°  + КТ + Н - 1 ))ср2 {а + / (Г + Н  -  \))dc

(ю )

\ 2 С  ( и  +  / ( Г  + 1  )) (р 2 ( и  +  / ( Г  + 1  ) ) d a
Н

> — . 
L

(п)

В силу леммы 7 статьи [13] следует, что мера выброшенных чисел есть величина порядка 0 (Х\Х 8).

Далее, доказательство проводится по схеме работы А.А. Карацубы [5]. Введём следующие па

раметры h = А /(с\пТ), h\ = 2h , Т > X  > 0 . Будем считать, что jc  так велико, что0 < h < l\  < 1. Чис

ла 0 < с <1 и 0 < А будут определены позднее. При T < t < T + H  рассматриваются интегралы /,(А)
и 7'2 (0 :

л =Ц  e~(ulh) И * +" ) 1 ^  = Ц  e~(ulh) +ll)du ’
где F(t) -  функция Харди-Сельберга [13, гл. 3].

Обозначим через Е4 подмножество интервала (Г, Г + Н ) , на котором выполняется неравен

ство /| (/) > /2(А) ■ Так как вне Е4 два интеграла /\ (А) и /2(/) равны, то имеем:

I* рТ~\~Н  j* л./ + Л  л./

= л (0<*- j— y'2(0^>Jr y\(0<#-jr y2(0A

Применяя интегральное неравенство Коши, приходим к соотношению:

^fi{E4)Ix +^HI2 >/3,

г Г + Я г Г + Я

(12)
где /4 /-.4) -  мера множества /'.4 ,

ri +п ,  ч2 - г-* /  \2 , г-
7i = Jr  (л  (О)2 rff, /2 = jT (J2 (O fdt,  /3 = J.

■T+H
'j1 z v -'у -1 J j j 1

Пользуясь способом, указанным в работе [5, с. 572], и неравенством (и), оценим интеграл
Л  так:

/3 >hH+c4hHL~l. (13)

Интеграл  ̂ оценен [5, с. 576]:

h « ' ' 2я( ^ + в д )
где Щ(Т) -  тригонометрическая сумма леммы 1. Для суммы Щ(Т) справедлива оценка, которая 

следует из (ю):
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Ж1(Г )< Я “°’2575’515.

Таким образом, получаем оценку сверху для/j:

I ^ c ^ H ^  + H -0-2̂ 5-5̂ .  (14)

Интеграл /2 оценим сверху, пользуясь способом работы А.А. Карацубы [14, с. 195]. Получа

ем:

h  « н

( ( 
2 1пГ

In 7

Л

с + -

V V

+ W2(T) 2 тт'т~'0,02+ /ГЯГ
(chi пТ)2е ^ ‘ е2{,1сЫту 

где W2(T) -  тригонометрическая сумма леммы 1. Сумма W2(T) оценивается с помощью (10):

W2(T)<h2H^'25Y5'5L5.
В силу определения y , h, h{ получаем:

I2 — СФ  н

Возьмем теперь

1пГ100е-1
In Л'

+h ~°-25y 5-5i? +т -°-02

с = - 8 а  = ( 4 Ш сь

4800сЛ

0.5

и число j c  выберем так, чтобы выполнялось неравенство:

В итоге получаем:

H -0,25Y5,5L5+T -0,02 < J_
8cv,

1 ?12 < - h  Н. 
4 (15)

Из оценок (12-15) получаем неравенство ц(Е4 )> спН , с7 = с7(е)>  0 , откуда следует утвер

ждение теоремы.
Доказательство теоремы 2 проводится по аналогии с доказательством теоремы 1 и с исполь

зованием леммы 2.
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