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Аннотация. Рассматривается первая краевая задача для нелокального волнового уравнения. С помощью 
энергетических неравенств получена априорная оценка для решения рассматриваемой задачи.

Resume. We consider the first boundary value problem for a nonlocal wave equation. Using energy inequalities 
we obtained a priori estimate for the solution of this problem.
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В данной работе рассматривается нелокальное волновое уравнение, описывающее новый тип 
волнового движения, занимающего промежуточное положение между обычной диффузией и клас
сическими волнами [1]. Уравнения такого типа возникают при математическом моделировании 
сплошных сред с памятью [2]. В монографии [3] приведена подробная библиография по уравнени
ям в частных производных дробного порядка, в частности, рассматривается диффузионно-волновое 
уравнение.

В области QT = (0, Q х (0,7"] рассмотрим задачу с условиями:

D 5t+'« = uX' + f ( x , t ) ,  0 < х < / , 0 < t < T  (1)

ф 1 ( х , = и0 (X) D^u(x, t) [ o = щ(х) (2)

u(0,t) = u(l,t) = 0, О < t < T  (3)

1 д
Здесь Д“« = — г---- г—  —---- —— -  дробная производная Римана-Лиувилля порядка «, 0 < а < 1.

Г (1- а )  dt • ( t - z)

Решение задачи можно найти методом разделения переменных [2]. В работе [4] методом 
разделения переменных найдено решение обобщенного уравнения переноса с дробной производ-

Допуская существование решения задачи (1-3), найдем априорную оценку для ее решения. 
Потребуем от функций и0 (.г), и, (х) помимо нужного порядка гладкости, выполнения усло

вий z/j (0) = z/j (/) = 0 .

Введем новую неизвестную функцию v(x,t), полагая

fa~1
ll(x,t\ = v(x,/^H  —-и , (х )

v ’  v ’  Г  ( a )  1V ’

м—\
так, что v(x,t) представляет отклонение функции u(x,t) от известной функции ?/,(*)•

Г ( a )  v '

С учетом IX’/ i"  = 0, имеем:
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A “+1v - v „ = / ( * , 0 - D a+l -
д
,2 \ (  ,а-1 \

дх2

Итак, функция v (x ,t)  будет определяться как решение уравнения

A “+lv- v„  = F(x,t), 0 < х </, 0 < t< T

с начальными условиями

I (  /  ч  f  ' 1 , Л  и ,  ( х )

D0> ( ^ O ,  о = D0, M(X' 0 “ 7^ T Ml ( X) -----------
I г  И

= и,

! К  " ( ' О  (*)
V v°v

v (0,/) = v(/,/) = 0, 0 < t < T

и граничными условиями

м. f х) , ,1
= « , м - ^ ч г ' » ' 1 „ = 0

Умножив уравнение (4) скалярно на Z)“ v , получим априорную оценку

-'О t t ''О tvD l v ) -  (v„., £>“v) = (F , D°,v) ,

I I

где {u,v) = ^itvch, {u,u) = \ N O  '

Преобразуем слагаемые тождества (7) с учетом (6):

1 1 д2 j*v(x,т) dz 1 д гv(x, т) di
(Da+1v D av) = f ---------------f—
 ̂ } * Г (1 -  a) dt2 ] (,

j•v{x,T)dT

tJ (, , \ a( t - z f  r ( l - a ) S f 0 (t-т)
dx =

■ = ( % v ) ! dx -  ‘ % v f .
{ r 2 ( \ - a ) d f {  ( t - T) a d t \  ( t - T f  J ^ 1  9  Pit 0

/ \ 1 r / ч 9 rv(x,z)dz

1 L  (Х л 1 И х-т) ^
Г (1- а )  Л  ’ >dt\ (t - Ty

Г / \ 5 Гvx(x.t)dT

( t - T f

4s
С учетом полученных неравенств из (7) получим:

1 5 llrv* Ip 1 Г / \vAx,z)dz 1 и ||2 
 |Dwv +— -----  v ( x j ) —  — — -— dx < — \\F\\
2 dt" 110 r ( l - a ) J0 V ’ dt{ ( t - Tf  ^p11 110

Проинтегрируем (8) по т от о до t с учетом (5):

' ' 3  . w l | f | e
1 и м2'4 L+-

+ е А >  Г4s" 110 11 0/ "о1

Ц 1Ц v, ( * . т ) ^  j  V,)_X’ ^ ^  d x < ± - ||F||;Q + s j|Z )0> ( x ,T ) | | /T + i |Z ) 0> ( x , 0 ) [  , (9)
2 " 110 Г (1- а )  u

где IHlL, = }lH*>T>llorfT

dz- ( z - z j

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Усилим неравенство (9), учитывая положительность оператора дробного дифференцирова
ния [5]. В результате получим:

+4 llDo > M L ^ I h  (*

или
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\\Da (10)

где Ф(7) =
2e" ||2’й

+IKWIE-
Введем обозначение:

v ( / ) =  П Ь 0> (х ,т ) |Г  dx.

Тогда неравенство (ю ) примет вид:

dy_

dt
< 2 s y(t) + F ( t ) .

В дальнейшем нам потребуется следующая лемма Гронуолла-Беллмана [6, с. 112].

Лемма. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y { f )  удовлетворя

ет для почти всех t из [о,Т] неравенству ^-< с, (i)y(i) + c2 (t), где с (7 ) -  суммируемые на [о,Т] 

неотрицательные функции. Тогда

y(t)  < ехр J q (x )^ T v (0 ) + j c 2 (£,)ехр - j c ^ x ^ x d % ехр J c j(x )r fx  v (0 ) + Jc2 (x)rfx

D° A 2.a  ^ ехР(2еФ ф (0 '

Применяя лемму, получим:

Откуда следует оценка: 

или, возвращаясь к u (x ,t ) ,

||А>|[ N2,0,

Если /  = ii0 = щ = 0 , из (ll) получим:

М о ^ л/(о (1 К в +1КИЕ)

д а И о + К  И 1 о )

1 д ^u(x,x)dx

r(l-a)axJ ( t - x f  

С помощью обобщенной формулы Ньютона-Лейбница [з, с. 15]

( * , / )  =  и ( х л ) - - ^ — l i n V C  {x, t )
1 (а ) о

(11)

(12)

из (12) имеем:

Откуда следует единственность решения задачи с условиями (1-3).
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