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Аннотация. Получены условия фредгольмовости для системы интегральных уравнений Рома
новского в пространствах непрерывных и непрерывно дифференцируемых функций.

Resume. The fredholmness conditions for systems of Romanovskij integral equations in the spaces of 
continuosly and of continuosly differentiable functions are obtained.
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Введение

В работе изучаются системы линейных интегральных уравнений с частными интегралами, 
характерной особенностью которых является то, что они содержат частные интегралы, в которых у 

неизвестных функций сначала переставляются переменные и лишь затем производится 
интегрирование по одной из переменных. Системы таких уравнений будем называть системами 
уравнений типа Романовского, по имени известного советского математика В.И. Романовского, 

описавшего в 1932 году задачу теории марковских цепей, приводящую к интегральному уравнению

ь
x ( t ,  s ) = J"m ( t , s ,  c r ) x ( c r , t ) d a  + f  (t , s ) ,  (1)

a

и впервые изучавшему уравнение (l) в [l]. Более общие классы интегральных уравнений типа 
Романоского изучались в [2].

Через А/у и м  будем обозначать операторы, определяемые равенствами

ъ
(M ijXj )(t, s) = J mtJ (t, s, cr)xi (t, a)da, i , j  = \,...,n, (2)

a

м  = ш цу:^  (3)-

где l.s.cr e |д.Л|, функции mtJ(t,s,cr) измеримы по совокупности переменных, а интегралы 

понимаются в смысле Лебега.
Пусть D  = [а.Ь]х [я,6], С (I ))  — пространство непрерывных на /> функций, C m (D) —  

пространство непрерывно дифференцируемых на d  функций, C n(D) и С]'’ (D) — пространства 

вектор-функций
x(t, s) = (Xj (t, s),..., x„ (t, s)X (4)
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где ху е C(D) и Xj е (""'(D) соответственно, / = I..... и.

Через гг обозначим оператор перестановки переменных у функции x(t,s), то есть

П : х(1. s) —>■ х(.\. /). Очевидны следующие свойства оператора п :

1. гг -  линейный непрерывный оператор в C(D ) и в  С ('’ (!));

2 - 11ПИ ’

3- п  о п  = I , где I -  единичный оператор;
Будем рассматривать в пространствах C(D ) и C m(D) системы интегральных уравнений 

Романовского с частными интегралами следующего вида:
п Ь

х (t, s) = (t, s, a)Xj (ct, t)da + (t,s),i = 1,..., n.
j = l a
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(5)

Систему уравнений (5) запишем в виде:
x(t, s) = (MUx)(l. s) + fit., s\  (6)

где x(t,s) — вектор-функция (4), f(t.s) = (fft.s)  f H(t.s)). a ,w — матричный оператор (3).

Условия фредгольмовости системы в пространстве С „(D)

Так как оператор п действует в C n(D) и непрерывен, то действие и непрерывность в ('„(D)

оператора м\ i равносильны действию и непрерывности в С„ (D) оператора М . Отсюда и теоремы 

2.1 из [3] вытекает теорема 1.
Теорема 1. Равносильны утверждения:
1. В Сп (D) действует оператор МП;

2. В Сп (D) действует оператор М;

3. В C.(D) действуют операторы м и,i, j  = 1, .. .,п.

При этом оператор м\ i непрерывен.
Отметим, что критерии действия и достаточные условия действия частично интегральных 

операторов м  в C (D ) приведены в [3]. Операторы м  (/. / = 1 я) не являются компатными в

C (D ) даже в случае непрерывных ненулевых ядер [3]. Поэтому и оператор ,v/i 1 с такими же

ядрами не является компактным оператором в Cn(D). Однако ситуация меняется для оператора

(Л/П)2 в Cn(D). Данное обстоятельство позволяет получить условия фредгольмовости для уравнения

(6) В С„(D).

Замечание 1. Здесь и далее фредгольмовым уравнением в банаховом пространстве X  
считается линейное уравнение х  = ХАх + / ,  где /  е Л', а — ограниченный в а - линейный оператор

и оператор 1 - М  имеет нулевой индекс, то есть фредгольмов оператор. В силу теоремы 2 [4] из

компактности оператора А “ следует фредгольмовость оператора /  — ЯА, то есть фредгольмовость

уравнения х = ХАх + / .

Через С(1}) обозначим пространство непрерывных на /> вектор-функций со значениями в 

1} = /.' (| a. h|). Пространство С ’(I) ) состоит из функций ail. s. а), для которых
Ъ

j* | a(t, 5, а) | da < const < со,

ъ
J" | a (t,s , сг) — ci(tl ,s l ,<j) \ d<j 0 (8)
а

при t —> fj, 5 —> . С ’(I ') — банахово пространство относительно нормы



Аналогично определяется пространство C(I}(D)), состоящее из функций b(l.s.n.n]).

Теорема 2. Пусть /  eC„(D) и пусть ти е С’(/.') (/. / = I я). Тогда уравнение (6)

фредгольмово в

Д о к а за т ел ьст во . В силу замечания 1 достаточно доказать компактность оператора (А/П)2

в С„(D).

Учитывая теорему Фубини, оператор (Л/П)2 запишем в виде

(МП)2 = (Ay ) "iJ=l, (9)

где операторы Ац (/. / = 1 п) определяются равенством

(10)
k=\

в котором операторы M ikYlMkjn  допускают представление
ь ъ

ст)(jnikJ (ст, Т, CTj )r(CTj, CT)f/CTj )da =
а  а

Ъ Ъ

= j jm ik (Г, s, a )m kj (ст, Г, а 1 )z (a 1, a )d a xda , ) (11)
а а ?

где г е C(D).

Покажем, ЧТО ядро b ( t , s , a , a 1) =  innA t . s .a )m Ki( a . t . a x) е  ( ' ( / ' ( / ) ) ) .  Имеем:
ьь ьь

| b (t ,s ,a ,a j) | daxda  = || | mlk{t,s,a )m kJ{a ,t ,a 1) | daxda =
a  a  a  a

b b b
= 11 mjk(t ,s ,a )  | (| | ш ^ ст^ ст ,) | dax)da < CkJj  \ mik(t ,s ,a ) \ da < CikCkj <  so,

a  a  a

где C jk и C kJ — константы, с которыми выполняется неравенство (7) для функций тЛ и m kj.

С другой стороны:
Ъ Ъ

|| | b (t ,s ,a ,a j) -ft^SjjCTjCTj) | daxda =
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= || I mik(t, s, a)m kj(ст, t, a x) -  mik(tx, s1, a)mkJ(ст, tl,a l)\ daxda <

= || I mik(f> s, ст) -  mik(tx, s1, ст) 11 mkJ(ст,t, CTj) | daxda +

■ || I mik(h = = II f>hj(cV,CTj) - mkj(a ,tl ,a l ) ||r/CTjda <

^ c kj 11 mik (t , s ,a )~  mik (t1, Sj, ст) I da + C ik 11 mkj (ст, t, a  ,)  -  mkj (ст, tx, ст ,)  | da x.
a a

Из полученных оценок и условия (8) для функций тЛ и тк] имеем, что
ь ь

|| | b(t, s, ст, CTj) — b(tl , S j , ст, CTj) I d axda  —» 0
a a

при t —> /j И



Таким образом, функция b<=C{l}{D)) при любых i. /.k = I п. Следовательно, операторы

М ЛПМ,.П компактны в C (D ) [5]. Тогда в ( '(I)) компактны операторы (ю ). В силу компактности 

операторов (ю ) в ( '(I)) оператор (9), очевидно, компактен в 

Теорема доказана.
Так как непрерывные функции тц (/. / = I п) принадлежат C (j}\  то из теоремы 2

вытекает, что система интегральных уравнений Романовского с непрерывными ядрами является 
фредгольмовой в пространстве а д -

Утверждение теоремы 2 справедливо, если ядра /н (/. / = I п) — ограниченные

измеримые функции, имеющие разрывы только вдоль конечного числа поверхностей ст = ф,;(г s) с

непрерывными функциями ср ; более того, оно справедливо, если ограниченность функций

заменить неравенствами Цср,-,-(/,51,<з)| р <с<со (1 < р < х. так как при этих условиях т.. е С'(/.')

( ij  = 1,...,п) [3].
Утверждение теоремы 2 справедливо для уравнения (6) с ядрами типа потенциала, то есть с 

ядрами вида:

т (t,s,  ст) = --------------— ,
к - с т Г "

где О < у < 1, а и — непрерывные функции (/, / = 1 так как ядра типа потенциала

принадлежат С(1} ) [3].

Условия фредгольмовости системы в пространстве C;(1)(D )

Так же, как и в предыдущем разделе, операторы м  (/. / = 1,...,;?) не являются компактными 

в C m(D) даже в случае непрерывно дифференцируемых ненулевых ядер. Поэтому и оператор м\ i 

с такими же ядрами не является компактным оператором в C^{D). Однако оператор (А/П)2 при 

естественных условиях на ядра является компактным в С™(£)). Данное обстоятельство позволяет 

получить достаточно простые условия фредгольмовости для уравнения (6) в C^(D).

Теорема 3. Пусть ./ и пусть nitJ (i. j  = 1 я) — непрерывно дифференцируемые

функции. Тогда уравнение (6) фредгольмово в

Д о к а за т ел ьст во . Так же, как в теореме 2, достаточно доказать компактность оператора 
(9) в Cj^(D). В виду равенства (ю ) достаточно убедиться в компактности операторов (и) в С (1)(£>). 

Компактность же операторов (и) в ('['’ (J)) обеспечивается непрерывной дифференцируемостью 

функций 7»;A_(?1,s,ct)7»A;;(ct,?1,ct1) (L j = 1.....п). которая вытекает из предполагаемой в условии теоремы

3 непрерывной дифференцируемости функций Му (/. / = 1......и).

Теорема доказана.
В заключение заметим, что фредгольмовость уравнения (6) в C^(D ) может иметь место и

при меньших ограничениях на ядра = l,...,w). В этом случае приходится использовать менее

ограничительные предположения о дифференцируемости под знаком интеграла Лебега с 
параметром [6].

Работа поддержана Минобрнауки России (Госзадание № 2015/351, НИР № 1815).
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