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Аннотация. В работе рассматриваются смешанные краевые задачи для нагруженного диффузионно
волнового уравнения с дробной производной. С помощью функции Грина доказана однозначная разрешимость 
поставленных задач.

Abstract. The paper deals with the mixed boundary value problem for a loaded diffusion-wave equation with 
fractional derivative. Using Green's function we proved unique solvability for the set problem.
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Введение

Известно [l], что в основе математических моделей нелокальных физико-биологических 
фрактальных процессов лежат, как правило, нагруженные дифференциальные уравнения с частны
ми производными дробного порядка.

В монографии А.М. Нахушева [l] приведена подробная библиография по нагруженным 
уравнениям, в том числе по различным применениям нагруженных уравнений как метода исследо
вания задач математической биологии, математической физики, математического моделирования 
нелокальных процессов и явлений, механики сплошных сред с памятью.

Следует отметить, что к краевым задачам для нагруженных параболических уравнений сво
дятся, в том числе, задачи, связанные с прогнозом и уровнем грунтовых вод.

Данная работа посвящена исследованию смешанных краевых задач для нагруженного диф
фузионно-волнового уравнения с дробной производной.

В области D  = {(x,t):0 < x < l ,0 <t < рассмотрим уравнениео
т

D q,u  ( х , / )  - и а. — ^ с ] к ( х , / ) и  ( х 0 , / )  =  / ( х , / ) ,  0  <  а  <  2  ,  ( l )

к=1

где 6 (о ,;) , £>" -  оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля порядка «г [2].

Уравнение (l) относится к классу уравнений, предложенных в [3].
В работе [4] с помощью метода функции Грина исследована смешанная краевая задача для 

нагруженного уравнения теплопроводности.
Краевые задачи для диффузионно-волнового уравнения с дробной производной рассмотре

ны в монографии [5].
В работах [6, 7] получены решения краевых задач для нагруженного диффузионного урав

нения.
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Постановка задачи

Решение м(х,/) уравнения (l) назовем регулярным в области D  , если Щ, ки (x-t) е С , 

к = 1,2; ua (x,t), D"tu ( x j ) e C ( D ).

Задача 1. В области D требуется найти регулярное решение уравнения (i), удовлетво
ряющее начальному условию

lm D ^ ku(x,t) = Tk ( x ) ,  к  = 1, 2, 0 < х < /, (2)

и граничным условиям

u(0,t) = <p(t), ux(l,t) = y/(t), 0<t<T,

где ?к -  заданные функции.

Задача 2. В области D требуется найти регулярное решение уравнения (i), удовлетво
ряющее начальному условию (2) и граничным условиям:

ux(0,t) = v(t), u(l,t) = <p(t), 0<t<T,

где Tk ( х ) ,!//(/). (pit) -  заданные функции.

Используя метод функции Грина докажем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть I (p{l), I r/t (х) 6  ̂ f ( x-l), tk~aqk\ x ,t)  e С (d ) u

выполнены условия согласования

limD*;kcp(t) = rk (0), lim/ £ > ( ' )  = rk (/).

Тогда существует единственное регулярное решение задачи 1.
Д о к а за т ел ьст во . Известно, [5], что функция Грина смешанной краевой задачи для урав

нения
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D“tu(x,t)-ua =f(xj)
!области D - {(х,?): cix < х <а2, 0 <t <й| имеет вид:

G, (х, V, С, т7) = X  Н ) "  [Гп (х -  ь - v -  г/) + Гн (х + 4 -  2ах, у -  77)],
72=—ОО

Tn{ s , t ) = ^ e l '
|s + 2/7(a,2 — <7j)|

(3 = а  / 2 ,

# ( * )  = £ :п!Г(у? -  /Зп)

-  функция типа Райта.
Тогда для решения задачи 1 с помощью функции Грина получим соотношение

u (x ,t )= ' jG lf + +
О 0 0 *=1 0*1

t I 1 I т
-  J  J  G, (х, t, с,;;) /  ( с ,;;) d^drj

0 0 О 0 *=1
Отсюда при х —» л', получим интегральное уравнение:

/
и (х0, г) — J и [x0,rj)K (t,rj) = F (t)  (4)

О
с ядром

K(t,rj) = ( t - r j f A k(t,ri),
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(-1)"
о~ь+2и/|

М Г  .

- е ’
-ц+2и/|

и правой частью

F (0  = f G1Л *0 = f>°= Л)<P{л)d4 + j Gi {x0,t,I, TJ)Ц/{Т1)dr] + f £ ( - 1)* 1 rk (c ) — —  G, (x0,t,£,0)d £ -
0 о о *= i ar!

t I

- \ \ Gi{xo>T>b,ri)f{b,ri)dbdri •
0 0

Нетрудно заметить, что уравнение (4) является интегральным уравнением Вольтерра второ
го рода, которое безусловно и однозначно разрешимо.

Пусть Н -  резольвента ядра , тогда решение уравнения (4) примет вид [8]

u (x 0,t )  = F ( t )  + j Н (t,rj',q)F (rj)drj ■ (5)

Принимая во внимание выражение (5), из (3) получаем, что единственное решение задачи 1 
дается формулой

u (x ,t )=  'jGlf (x j,0 ,? i)q> (?i)d ?i+ ^ G 1(x jJ ,r i)y / (r i)d r i+ ^ Y j (-Y )k- 1Tk (Z)-^— r G1(x ,t,Z ,Q i)d Z -
0 0 0 *=1 0*1 

t I ! I ffj

-  j  j  G, {x , t, £  , n ) f  (4, r, ) dZdij -  j  j  £  qk
0 0 о о ы

t I m V
(^,7;)Gj {x ,t ,^ ,i j )d ^ d ij^ H (t ,s ,q )F (s )d s  •

0 0 £=1 0

Аналогично формулируется и доказывается теорема для задачи 2.
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