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Аннотация. Исследуется краевая задача для нелинейного уравнения смешанного типа с оператором 
Лаврентьева-Бицадзе и функциональным запаздыванием, опережением. Построено общее решение уравне­
ния. Задача однозначно разрешима. Найдены в явном виде интегральные представления решений.

Resume. The regional task for the nonlinear equation of the mixed type with Lavrentyev-Bitsadze's operator 
and functional delay, an advancing is investigated. The common decision of the equation is constructed. The task is 
unambiguously solvable. Integrated submissions o f decisions are found in an explicit form.
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Постановка задачи

Уравнение
Lu(x, v) = u:o: (x, v) + syn(v)//,,. (x, y) = u(In x, y)u(ex, v ) , (1)

рассмотрим в области D  = D + vjJ  , где D + = {(x ,у) : x 0 < x < x 2,0 < у  < h} = D t  D i kjJ  

(0 < h  = const),

D  = D 0 ĵ D x - эллиптическая и гиперболическая части области D , причем

А- = {fcy):xk < х < xk+v 0 < y < h } ( k  = -1,0,12),

Щ  = {(Х>У): ~ У < a i (х ) < У + xv — xi / 2  < У < 0} (к = -1.0Д,V ,
/ = { (x ,v ) :x 0 < x < x 2,y  = 0}, J  = {(х,у)\ x = x1,0 < y < h } ,

(х) = а 0 (х) = ех, а ° (х) = х, a j  (х) = а х (х) = 1п(л), а [  (х) = а х (а1 (л:)) = 1п(1п(л)) 

и I  , = -оо,х0 = 0,х 1 = 1,х^ = е ,х , = е е.

Пусть l)k = I)k l,.J l)k l,.J I к , где 1к = { (х, у): хк < х <  хк ,, у  = 0} (к = -1,0,1,2) . Тип функцио­
нального запаздывания и опережения следует из представлений

и(In х, у ) = и(х -  (х -  In х), у) = и(х — тг (х), у),

и(ех, у) = и(х + (ех -  х), v) = и (х  + т2 (х), v),

Tj(x) = х - 1 п х  > 0, г2(х) = ех - х  > 0.
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Задача G. Найти в области D  функцию г/(х,у) е= ('(/)) о (' '  (I)\ ./) о С 2{ 1 ) \ ( 1  l-_J./)), удовле­
творяющую уравнению (l), краевым условиям

и{х,И) = (р{х),х0 < х < х 2, (2)

и ( х - х )  = у/0 (х), х 0 < х < х 1/2, (3)

и(х,Inх  — Xj) = ц/х(х),eXl 12 < х  < х 2, (4)

и(х0, у) = и(х2, у) = 0, 0 < v < К  (5)

и(х,у) = cos(ex + y y l-sm (y )  )cos(ex - y j - s g i (  v)),(x, v) e  D  i, (6)

u(x, v) = cos(ln(ln x) + >’V -sgn( >’))cos(ln(ln x) -  >’A/-sgn( >■)), (X , y) e  D i , (7)
условиям сопряжения

ii{x,0—) = г/(х,0+) = <»(x), x 0 < x  < x 2, (8)

Uy (л',0-) = uy (x,0+) = v(x), x 0 < x  < X 2, X Ф X, , (9)

условиям согласования
<P(x0) = ‘P(x 2) = 4/0(x0) = 4/i (x2) = 0, (10)

где <p(x), i//k (x) ( k = ОД) - заданные непрерывные достаточно гладкие функции.

Общее решение уравнения (1)

Уравнение (l) в терминах функций

Щ (X У) = и(х, у), (х, у) е Д : (к = ОД), (и)
с учетом (6) и (7), можно записать в форме системы

LTr (х ,у) = cos(x + vA/-sg p (v))co s(x  - y j - s g \ ( у))АП1 (х ,у), (х ,у) е  D * , (12)

(о  П
и ± (х, у) = ( г / о  (х, у),и* (ех, у ))т , А =

V1 0у
которая в характеристических переменных

4 = х  + Ул1~ sgP(v), П = х -  VyJ- sgn( v) 
будет иметь вид матричного уравнения

4г7|; (^,rj) = cos cos -гуАГг {£,rj).
Используя известную [l] для уравнения (15) функцию Римана

R(t, q-,4,V) =  J 0 (ijA o-(t,q ;4,t7) ),

г ч
<j(t, q; /7) = |  cos гс/rj"cos sc/s = (sin E, -  sin 0 (sin /7 -  sin q),

(13)

( 14)

(15)

(16)

согласно [2, c.43] можно записать общее решение уравнения (15) в форме

Ti ±(O v )  = J 0 { ^ А а ф Д О Ф  >7± (0,0) +

+ (j^Aa(t,0;^,tj))фу(t)dt + JJ 0(iy lA a(0 ,q^ ,tj))ф2 (q)dq, (17)
о о

где <f>i (t), ф2 (t) — произвольные дважды непрерывно дифференцируемые вектор-функции; 

7 = -J—1 , (z) -  функция Бесселя [3 , с.727] первого рода нулевого порядка.

Поскольку матрица А из (13) имеет различные собственные значения = 1, Л2 =  —1,то она при­

водима к диагональному виду, т.е. существует матрица У, (jТА | Ф о) такая, что

f  А  0 ^
Т?АТа = Аа =

0 А.
, причем Т. =

(\ - 1> 1гр - \  А, a i ,  = —(  1 ^
vl л 2 v-1  h
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Значит,

J о( i j A a )  = J 0(/ ф  л  .У.'ст) = TAJ 0(/д/л ,^ )/ :'

= т1  /I Т~1 = 1 Г Yi(o-) У2(а Л  
у, (а) У! (а)

( 18)

где

у „ (а) = У0 (/'д/ V j  ) -  ( -1 )” J 0 (/д/м -) (п = 1,2). (19)
Поэтому из равенства (17), в силу (18), (19), (и) и возвращения к старым переменным по 

формулам (14), найдем общее решение уравнения в форме

или

Щ (otj (*), >0 = j  ФГ (t)J  о (i<Ja(t,0;zo,Zo) )dt +
О

+ j Фг (0*/0(i<J<r(0,t;zo,Zo))dt, (х ,>>)gD o (£ = 0,1)
0

4  ____________
Щ (x, y) = J  ф{ (t)J0 (iyjcT(t,0; zk, zk ) )<* +

0
—+

+ j  Ф2 (0 J  0 ( j4a ^ z±k A - )  )dt, (x, >0 g (£ = 0,1),

(20)

(2 0 ’)

где cc° (x) = x, cc\ (x) = a n (x) = ex; (t), ф2 (t) — произвольные дважды непрерывно дифферен­

цируемые функции; zk = о!\ (х) + /у, zk = о!\ (х) — /)’, zk =a^'(x) + y, zk = а \ (х )  — у  (к = 0,1), 

причем aj' (х) = х, а| (х) = а : (х) = In х и

+ + 8 8 
Щ (х ! - 0  ,у) = Щ (x1 + 0,y) = 0 , 0 < y < h —  (м* (xj -  0, v)) ф —  (ut (Х1 + 0, v)), 0 < у <h. (21)

сх ох
В равенствах (20), (20’) учтено, что й ±(0,0) из (17), т.е. в старых переменных ы± (0,0) = 0 в 

силу условий (5) и (21).
На основании (16) равенство (20) можно записать в форме

щ  (a t (х), у) = (t)Jn (/■>]sin z,| (sin z„ -  sin t) )dt +
0

-+
-"0  _______________________________________________

+ J*фз (t)Jn sin z„ (sin z t  -  sin t) )dt, (x, y) g £)* (к  = 0,1)

или, после интегрирования по частям и соответствующих замен, в виде

щ  (<д 2 О ), у) = М 0 (sin z * , sin z * ) -

5
fM 0(s-sinZo ,5-sin Z o)— J 0(i J (1 - 5) sinz^ sinz^ )<*, (x ,y) g £)* (A: = 0,1). (22)

J  Я е05
Для уравнения (22) имеет место формула обращения

М 0 (sinzg, s in zg ) = г/̂  ( а 2 (х), у)[ш и щ  (sinz^, s in zg )] + ( 23)

/д/sinZg -sinZg j- щ  (5 • sin , 5 • sin z f; )
9  J /, ( i j s ( l - s ) s i n z 5 s i n z t  )ds, (x, J/) G Ц ,

где

^ s { \ -s )

M n(5-sinz„ ,5 -s in z „ ) = |ф^(г)б/г+ |ф \(r)dr,
arc sin (5-s in z0 ) arcs in (5-s in z0 )

( 24)
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щ ( s ■ sinZq , 5 • sinZq ) = щ  a \^ [arcsin(s • sin z^) + arcsin(s• sinz ^) jj,

[arcsin(s• s in z*) - arcsin(s• s in z * )] \(k = 0,1), (25)
2

причем при s = 1 из (24), (25) получим
“ U “ U

M 0(sinZq , sinz * ) = J фг(r)dr + |ф 2 (r)dr,
0 0

Щ (sin z * , sin Zq ) = щ  (a* (x), y);

I 1(s) = — I 0(s); I 0 (s), /j (s) -  модифицированные функции Бесселя [3 , c.730] первого рода нуле- 
ds

вого и первого порядка.
При у  = 0 выражения (22), (23) после преобразований представимы равенствами

irk {ak2{x\0) = M ^ { x f i ) -  

д
0)— J 0 (iyjsin jc(sin jc -  sin t) )dt, 0 < x < xx, (26)

J dt

где

где

(х,0) = щ ( а 2(х),0) +
С + . к  /  \  /~ч\ Sin X  * COS t  0  т ,. I ! ~ ! ! ”  j  г\ г ч

+ ик ( а 2(0 ,0) —---------------1 0(i^Jsmt(smx-smt))at, 0 < x < x l9 (27)
• sin^-cosx дх

X

Mq  (jc,0) = M 0 (sin x, sinx) = J [ф̂  (r) + Ф2 (r)]dr. (28)
0

Кроме того, из (22), (23) можно получить следующие формулы взаимного обращения
и%( а к2{х \0)=М ^у{х,0) -

Ггт+ , ^  CQSX-Smt д т .. г-   ̂ .
-  \M 0v(t,0)---------------- J q(7-^/sinjc(sinjc — smtjjdt,  0 < jc < JCj, (29)

* sin* • cos

М оу х ,0) = г4,(а 2(х),0) +
X Q

+ (a i'(0 50) — ( iJ sin t(sinx -  sin t) )dt, 0 < „v < „v,, (30)
0 &

Moy(x,0) = M 0y (sin Zq , sin Zq )| ̂ =/'(1±1)/2[ф̂  (х )-ф 2(х)]. (31)

Однозначная разрешимость задачи G 

Теорема 1 . Если ф(х) е  С [х 0,х 2] глС 2 (х0 , х 2), \)/0(jc) е  С\х0 ,х 1 /2 \г^С2 {х0 ,х 1 /2),

xj/j(л-) е  С[е'м̂ 2,л 2] n iC 2(e'M̂2,x 2), абсолютно интегрируемы на своих промежутках, 

ф(-Х0) = фС^г) = VoC^o) = ViO*^) = 0 и Woix) ПРИ х ^  х 0, ¥\{х) ПРИ х ^ - х 2, допускают инте­

грируемую особенность, то существует единственное решение и{х,у)  задачи G.
Единственность решения задачи G следует из утверждений.



Лемма 1 . Если и (х ,у )-  решение уравнения (l) в области I) = /)() '-J /), из класса

C (D  гл С 2 (D~), обращающееся в нуль на у = —х, х 0 < х < х 1 /2, у  = ]пх — x l7 eXl/2 < х  < х 2 и

в I ) !, / А , то

Р  = J"G>(x)v(x)dx >  0 .

■'•'о

Доказательство леммы аналогично [5, с. 128-130].
Лемма 2. Если и (х ,у )-  решение уравнения (l) в области I) из класса

C ( D +) c^C2(D + \ J ) ,  обращающееся в нуль при х = хк (0 < у < К) (к = 0,2), y = h 

(х0 < х < х 2 ) ив областях , D ^ , то (3 < 0 и

Р  + \\ [ К  О , У) + ii2y (х, y)]dxdy = 0.
D *

Доказательство леммы аналогично [6].
Вопрос существования решения задачи G в области D  = D 0 D x ĵ J  связан с постро­

ением в J )/: = 1)/; 'U А :  I k (k  = 0,1) на основании общих решений (20) функций

Щ (х, у), (х, у) е  D k (к = 0,1), удовлетворяющих условиям (2)-(ю), (и), (21) в которых

(р{х),у/к{х) (к = ОД) заданы, а С0(х), v(x) подлежат определению. Поскольку условие (21) на 

х = Xj ( 0 < y < h )  известно, то достаточно решить задачу G для уравнения (l) в областях D 0 и 1)]

, то есть найти функции щ  (х, у), (х, у) е  1)(] и //, (х, v), (х, _у) е  /J, (или

щ ( а 2( х \ у \  (х,>0 е£>о).

Проведем построение решения задачи G для уравнения (l) в области /)(| = /)(| [, j  Do ĵ I o , 

то есть найдем функции щ  (х, у), (х, у) е  1){] при условиях (2)-(ю), (и):

г/о (x,h) = (р{х\ х 0 < х  < Xj, (32)

г/о Оо > У) = К  (x1,y) = 0 ,0 < y < h ,  (33)

щ  (х,—х) = у/0 (х), х 0 < х < Xj / 2 , (34)

щ  (х,0—) = г#о (х,0+) = ю(х), х 0 < х < Xj, (35)

Щу (х,0~) = < ,  (х,0+) = И х), х 0 < х < jfj, (36)

ю(х0) = «(X j) = i//0 (х0) = 0, <р(х0) = ^ ) = 0 .

Задача Коши. Найти в области Z)” решение щ ( х ,у ) уравнения (l) из класса 

C(D0 ) о  С 2 (/)(| ) , удовлетворяющее условиям (35), (36), то есть

г/0 (х,0- )  = ю(х), х 0 < х < х 17 i/0v(x,0- )  = i/(x), х 0 < х  < х х, 

где ftf(*), v(x) — непрерывные достаточно гладкие функции, причем со(х{]) = со(х1) = 0 .

Теорема 2. Если со(х) е  C [x0,x J n iC 2(x0,x 1) , v(x) е  C ^ x ^ x j) , £у(х0) = оХх1) = 0, то 

существует единственное решение задачи Коши i/0 (х,_у) е  C (D 0 ) г  <С2 (I)f]) вида

!/0 (х,_у) = — f J 0(7^/(sinz0 - s i n t)sin z0 )|j/(0  + +
? * ̂ 0

1 I-------------------------
+ - j^ o (7V sin zo(sin ô" - s i n 0 )[JP,( 0 - K 0 № ( ^ > ’) G JD0, (37)

 ̂ 0
где
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г \ г \ Г г N s i n x - c o s ^  d  т ,. / : ■ : : ~ .
р(х) = С0(х) + \C0(t)----------------- J0(l-jsmt(smx -Sm t))dt,  (38)

* sin^-cosxdx

r(x) = v(x) + J"v(t) — /„ (7̂ /sin ̂ (sin x -  sin t) )dt. (39)
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0

A
dx

Доказательство следует из (20) (k = 0). Действительно, для определения произвольных 

функций (t), ф2 (t) учтем в общем решении (20) (к = 0) (или (22)) уравнения (l) в области /)п
условия (35), (36) задачи Коши. Тогда

д_

dt.
г — - д  I----------------------------со(х) = М 0 (х,0) -  М 0 ( ,̂0) — J 0(iyjsmx(smx — smt))dt, 0 = х 0 < х < х 17J P)f

, ч ч г , . . ч COS X ■ Sin t d  Т ,. I ; z ; ! т _
v(x) = M 0v(x ,0 )-  \M 0v(t,0)—--------------- J 0(i^ sm x(sm x-sm t))a t,  0 = x0 < x  < x v

J cin y .  m o  f  r ) f
0 sin x-cos ̂  dt

На основании (27) и (30) имеем M 0 (х,0) = р(х), M 0v (х,0) = г(х), х 0 < х < х , , то есть, в 

силу (28), (31), дифференцируя первое равенство, приходим к системе

\ф-{х) + ф2 {х) = р \ х \  

[ф;(х)-ф 2 (х) = г(х).

Из этой системы уравнений найдем функции ф̂  (л'), ф2 (л) , подставляя которые в (20) (или (20’)) 

(к = 0), получаем решение и0 (х ,у ) задачи Коши (37) в области /)п .

Ф ункциональное соотнош ение между Сд(х) и v(x) , принесенное из Д  , на линию 

изменения типа уравнения (l) у  = 0, х 0 < х  < х ,, получим из (37), полагая у = —х  и учитывая 
условие(34) задачи G:

^  2 х

(*) = -  j  [Р ' (0 -  r(t)]dt, 0  = х 0 < х < х 1 /2 ,
о

то есть, после замены X на х / 2  и дифференцирования,
р'(х) = г(х) + у/\ (х / 2 ), 0 = х 0 < х < Xj. (40)

Выражение (40) является искомым функциональным соотношением.
Задача Дирихле. В области Д  найти решение и(] (х ,у  ) е  С(1)() ) г Х  ’ 2(1)(] ) уравнения 

(l), удовлетворяющее условиям (32), (33), (35), то есть
и * (х,0+) = со(х), и * (x,h) = ф(х\  х 0 < х < х1з

К  ( х о , У )  =  К  ( x i , У )  = 0 , 0 < y < h ,
где (р(х),Сд(х) —непрерывные достаточно гладкие функции, причем 

О)(х0) = М х , ) = <р(х0) = (р{ху) = 0 .

Теорема 3 . Если (р{х),со{х) е  C [x0,x J  n iC 2(x0,x 1) и 

<у(х0) = со(Х\) = <р(х0) = (р{х1) = 0 , то существует единственное решение и(] (х, у ) е

С (/)(| ) С  2(/)(| ) задачи Дирихле вида
7+
z0 _____________________  +00

К  (*, у) = (Ч (sin z0 -  sin t) sin z0+ )[p ’(t) -  ̂  R ?kh (p' (0  -  R?P' (?))№ +
0 k =0

7 +Z0 _______________  +OO
+ J j 0 ( 4  sin z 0 (sin К  -  sin t) ) [ £  R fhk(p' (t) -  R fP ' (t))]dt, (x, y) G d ;  , (41)

0 k=0



3 ®   . D ®
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где R~ — оператор сдвига по х : R~q(x) = q ( x - & ) ,

Р(х) = <р(х) + ^ s i n z ; ' s in ? ; -5 -sin?“ l - , ) - s i n 4  .s in z ;  )ds
2  i

, ( 4 2 )

y —h

( 4 3 )

a p(x) определяется равенством (38).

Доказательство следует из (20) (к = 0). Действительно, для определения произвольных

функций ф\ (t), фг (t) учтем в общем решении (20) (к  = 0) (или (22)) уравнения (l) в области /)п
условия (32), (35) задачи Дирихле.

Используя формулы обращения (23), (27), придем к системе

\ М 1  (х,0) = р(х), 0 = х 0 < х < х17 

|М 0+ (sinZq , sinZq ) |^  = /?(х), 0 = x 0 < x < Xj,

которая, в силу (24), (28) и дифференцирования, примет вид

\ф+(х) + ф+2 (х) = р '(х \

{ф; ( х) + ^ ф+2 (х) = ^ р \ х).
Подставляя из первого уравнения

Ф1 (х) = р  (х) -  ф2 (х), 0 = х 0 с  х с  * 1, (44)
во второе уравнение системы (43), приходим к разностному уравнению

ф2 (х ) = R lth(fc(х) + у(х\  0 = х 0 < х < х 1з (45)

y ( x ) = p \x ) - R ’l :p \ x \  (46)
решение [7] которого

+ 00

= (47)
к=0

а, в силу (44),
+ 00

Ф;(х) = р \ х ) - ^ “'г ^ У  (48)
к=0

Учитывая выражения (47), (48) в (20) (или (20’)) (к = 0), приходим к требуемому пред­

ставлению (41) решения задачи Дирихле для уравнения (l) в области /), , .

Найдем функциональное соотношение между 0)(х) и v (x ) , принесенное из /),, на 

линию изменения типа у  = 0, 0 = х 0 < х  < х , .

Подставляя в равенство (20) (или (22)) (к = 0) условие (36), согласно (29) получим урав­
нение

i/(x) = M 0+v(x,0) -  \ м 1)у(/,0)cosx  —  ,/0 (/д/sin x(sin х -  sin / ) )i//, 0 = х0 < х < х ,,
j  С 1 П  V  .  г * г » с  f  r ) f

cosx-sin^ д
i----------------- ,

sinx-cos^cV

обращая которое относительно A/gv(x,0) аналогично (30), в силу (31), придем к равенству

ф̂ (х) — ф2 (х) = —/г (х), т.е., на основании (47), (48), (46), к выражению
+ 0 0  + 0 0

,-(х) = ,>'(*)
к=0 к= 0

представимому в виде
(1 - Rl'h )г(х) = - 7(1 + Rl'h)р (х) + 2iR *Р ' (х), 0 = х0 < х < хг. (49)

Выражение (49) является искомым функциональным соотношением.



v(x) = r(x)~  r(0 COS*  J s i n x ( s i n x - s i n t ) ) d t ,  0 = x 0 < х < х г. (52)
j  С 1 П  v . r*r»c f r)t
0

Вопрос существования решения задачи G в области D 0 = /)(| 'и Do lu  /0 сводится к 
разрешимости системы функциональных соотношений (40), (49), то есть к разностному уравнению

(1 + 7R 2,h)r(x) = a{x) = - ^ { i  + 1)(1 + R 2’1’ )у/\ (х!2 )  + (/' +1 /?'(х), 0 = х0 < x < x v (50)

Решение [7] разностного уравнения (50), аналогично (45), можно записать в виде
+ 00

К * ) = £ ( - 0 'Д “ а(*>  (51)
п=О

Интегральное представление (51) можно [8] найти, поскольку [9, с.7] финитная на проме­
жутке [0, Xj ] непрерывная функция

ог(дг) = Ш ) Ж £  -  х) -  S(£  + .V)) = J  а ( Ш ( £  -  ■*) -  <5(f + « ,
О

1  il l ТС
где S(z)  = -----  V  exp(//i./Hz) -  дельта-функция [4,0.711-714] Дирака, а А = ----- .

9 Y  Xт =-оо •/у]

Таким образом, учитывая (51) в (39), применяя формулы взаимного обращения (29), (30) 
получим

cosx-sin^ д 
sin .X-cos ̂  dt

На основании свойств функций (р{х), у/0 (х), входящих в (42), (50), из (52) следует, что

Очевидно, интегрируя (40), подставляя р(х),г(х)  из (38), (51) и применяя формулы вза­

имного обращения (26), (27), найдем d x )  е  С [х0, х х ] гл С 2 (х0, х , ).

Подстановка функций 0)(х) и v(x) в формулы (37), (41) приводит к окончательному виду 

решения задачи Коши и задачи Дирихле в областях и Д, , то есть в области Д, = Д, 'и D- >и/,г
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