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Аннотация. В статье получено новое интегральное представление общего решения системы Моисила- 
Теодореску в многосвязных областях. Это представление использовано для исследования задачи Римана- 
Гильберта для системы Моисила-Теодореску.

Resume. In the paper a new integral representation o f general solution o f the Moisil -  Teodorescu system is 
received in a multiply connected domain. Applications o f this representation to Riemann - Gilbert problem for Moisil- 
Teodorescu system are also given.
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Рассмотрим эллиптическую систему Моисила- Теодереску [l]

Л

4 s ) ' w = o ' м ( С ) =

'  0 Сх Сг Сг

с о - С3 Сг

Сг <Гз 0 ~Сх

U -С г Сх 0

(1)

для четырехкомпонентного вектора и(х) = (u1,u2,ui ,u4) . В силу очевидного соотношения

М Т(£ )М (£ )=  \С\2 компоненты этого вектора являются гармоническими функциями. Полезно 

отметить также, что в обозначениях

и = , ' ’) (2)

система (l) записывается в виде

divv = 0, rotv + grad?/, = 0. (3)

Напомним [l], что фундаментальным решением дифференциального оператора М(д/дх)

в пространстве R является матрица-функция М Л (х )/ х  |\ где Т -  символ матричного 

транспонирования. Поэтому для непрерывной вектор-функции у/ , заданной на гладкой

поверхности Г cz R \  интеграл типа Коши
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= ^  f  M[n(y)]y/(y)d2y, j f g T ,  (4)
2жJr \ у - х \

где cL у  есть элемент площади и п(у) -  единичная нормаль, определяет решение системы (l). 

Пусть поверхность Г  ограничивает конечную область D , по отношению к которой п 

является внешной нормалью, открытое множество D' = R3 \ D  и для единообразия введены 

обозначения D + = D, 1) = / У . Тогда если функция ср удовлетворяет условию Гельдера и 

поверхность Г  ляпуновская, то существуют предельные значения

и±(Уо)= Н т +и(х), у0 ^ Г,
X̂>yQ,XGD~

для которых справедлив аналог формул Сохоцкого- Племеля

i r  = ±ц/ + и . (5)

Здесь и = Т*ц/ определяется сингулярным интегралом

гТ,
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( / » ( % )  =  ^ - f r M  -  ^ M [ n ( y ) M y ) d 2y ,2л- Jr \ у - у 0 \

который понимается как предел при s —>0  интегралов по /S' {| у — у0 |> s} ■ Эти формулы 

впервые были получены А.В. Бицадзе [2]. С точки зрения минимальных требований на гладкость 

поверхности этот результат был уточнен в [3]: если Г  принадлежит классу С 1’1, 0 < v < l ,  то

оператор / ограничен С.м(Г) —»С.м(/)), 0 < // < у .

Пусть задана на Г  непрерывная 2 x 4 — матрица

В =
( в п в 12 в 13 в 14̂

Я Я Я ЯV 21 22 23 24 У

имеющая ранг 2 в каждой точке поверхности. Рассмотрим для системы (l) аналог краевой задачи 

Римана - Гильберта

В и + = / ,  (6)

которую кратко назовем задачей R . Естественный подход к изучению этой задачи (для 

специальных матриц В ), основанный на использовании интегралов типа Коши (2), был 

предложен А.В. Бицадзе[4]. Законченное исследование задач R в областях, гомеоморфных шару, 

было дано В.И. Шевченко [5, 6]. Другой подход, основанный на интегральном представлении 

специального вида, был описан в [7, 8].

В настоящей работе рассмотрим случай произвольной многосвязной области. С точки 

зрения общей эллиптической теории [9, ю] задача R фредгольмова при выполнении так 

называемого условия дополнительности. Известно[6, 8], что это условие можно описать 

следующим образом. Рассмотрим вектор s = с компонентами

S l = b 12 + b3\  s2 = b 13- b 2\  s3 = b 14 + b2:\



где = blkb2j ~bljb2k означают соответствующие миноры матрицы В .  Тогда условие

дополнительности равносильно тому, что вектор S нигде не выходит в касательную плоскость. 

Другими словами, скалярное произведение

з(у М у ) *  О, у  е  Г. (7)

Как показано в [6], если поверхность Г  гомеоморфна сфере, то при выполнении этого условия 

задача R фредгольмова и ее индекс равен — 1 . В общем случае произвольной области D  можно 

утверждать лишь свойство фредгольмовости этой задачи.

Теорема 1. Пусть поверхность Г принадлежит классу С 1,г и матрица- функция 

В е  ( " (Г) удовлетворяет условию (7). Тогда оператор R задачи (1), (6) фредгольмов

С м(Г )^ > С мф ) .

Доказательство. С каждым двукомпонентным вектором <р = {<р1,(р2)  свяжем

четырехкомпонентный вектор у/ = ср по формуле (р = (</?,, П(р2) и положим

(/0Ф)(*) = (I  фХ-х), x&D. (8)

Таким образом, оператор /п действует из пространства C M(D ) двукомпонентных вектор-

функций в пространство C M(D ) решений системы (l) в области D  . Покажем, что этот оператор

фредгольмов.

С этой целью рассмотрим частный случай задачи R , определяемую краевым условием

Си+ =  /  (9)

с матрицей- функцией

(\ 0 0 0^

0 /7, п2 /7V

Убедимся, что ядро этой задачи конечномерно.

В самом деле, пусть С и+ = 0 . Тогда в обозначениях (2) имеем:

= 0 v+n = 0. (10)

Поскольку функция и1 гармонична в области D , отсюда иг = 0 и второе равенство (3) переходит в 

rotv = 0 . Следовательно, в каждой односвязной подобласти I)f] cz I) функция V представляется в

виде градиента grad w0 некоторой функции и’п, которая с учетом первого равенства (3)

гармонична. Если 1)] означает другую односвязную подобласть D  с соответствующим 

представлением v = grad w1, то на открытом множестве /)п Г) Dx разность w0 — и’, является 

локально постоянной функцией, поскольку ее градиент равен нулю. Во всей вообще говоря 

многосвязной области D  гармоническая функция W в представлении v = grad w многозначна и
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С  =
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допускает ветвление вдоль контуров, не стягиваемых к точке в области D . При этом второе 

краевое условие в (ю) переходит в

От многозначности можно освободиться, проводя в области D  соответствующие разрезы. 

Условимся под разрезом R  понимать односвязную гладкую поверхность с гладким краем dL ,

которая содержится в D  , причем R гл Г = cL . В области D  всегда можно провести такие попарно 

непересекающиесяразрезы R1, . . . ,R nj, что

является односвязной областью. В этой области функция w является однозначной и ее граничные 

значения на разрезах связаны соотношением

с некоторыми постоянными с .. При этом равенства сх = . . .  = ст = 0  означают однозначность

функции W, т.е. ее гармоничность во всей области D  , что с учетом (li) возможно только когда W 

постоянна. Эти рассуждения и доказывают конечномерность пространства решений однородной 

задачи (9).

Обозначим S  оператор задачи (9) и рассмотрим композицию ЛУП, которая представляет 

собой оператор, действующий в пространстве ( (Г) двухкомпонентных вектор-функций. 

Заметим, что произведение С С Т представляет собой единичную 2 x 2 — матрицу. Кроме того,

□ т
равенство (6) можно записать в форме (р — С  (р. Поэтому в силу (4), (5) имеем равенство 

SI0 = 1 + К 0 с интегральным оператором К п, действующим по формуле

дп
(и)

Dr = D \ R ,  R = R1 ^ j . . .^ R m,

(w+ — w ) \ R = c i , 1 <7 < да, ( 12)

<P(y)d2y , У0 е  Г, (13)

с матричной функцией

К(У„,У )  = C (y „)M T( m i r t y ) ] C T<y), f  =
У -У о

Непосредственная проверка показывает, что

М т(^)М (п)Ст = [И, Д 2

М з  £

(14)

V у
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где здесь и ниже квадратные скобки означают векторное произведение, произведение без скобок 

скалярное, и \п,Е, \  — компоненты вектора \п,̂ \ • Отсюда в явном виде

С п(у)% 0  ̂ (  п(у)% 0 ^

п{у0) Ь К у \ ^  п(У0)%К(Уо,У) = [п{у0\п {у Ж  п(.У0)%

J  V

~rl ,1'Как установлено в [3], в предположении Г  е  С  ■ функция kn(tn,t) принадлежит классу 

С  (Г х Г) и обращается в нуль при t = t0. Поэтому ядро оператора К () имеет слабую особенность, 

а сам оператор компактен в пространстве С м (Г ) . На основании теоремы Рисса заключаем, что 

образ пп(ЛУ0) является замкнутым подпространством конечной коразмерности. Поскольку 

im^ 2  im(570), этим свойством обладает и образ оператора S .  Таким образом, оператор S  

фредгольмов, что с учетом фредгольмовости произведения SI0 = 1 + К  приводит и к 

фредгольмовости оператора /п.

Обратимся к исходной задаче (6). Как и выше убеждаемся, что композиция RI0 = G  + К  с 

матрицей- функцией G  = B C T и интегральным оператором К ,  который определяется 

аналогично (13) по отношению к функции k(y0,y) = В(у0) М т(<^)М[п(у)]Ст(у) и который в 

отличие от предыдущего случая является сингулярным.

Поскольку оператор /п фредгольмов, оператор R задачи фредгольмово эквивалентен

оператору N  = G + К . В случае поверхности Г , гомеоморфной сфере, условие (7) гарантирует 

фредгольмовость сингулярного оператора N . Поскольку критерий фредгольмовости этого 

оператора носит локальный характер[п], аналогичное утверждение справедливо и для любой 

поверхности, что завершает доказательство теоремы.

Выражения для матриц G и k можно несколько упростить. С этой целью запишем 

матрицу В = (/I ) в виде

(В и
* 0

в  = В 21 К

V )

с векторами Ьк = (Вкг>, В/Гл, Вк4 ) . Тогда с учетом (14)
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К у 0,у) =

(  Ви(у0)п(у)^ + b1(y0)[n(y),^] bY(y)E, 
В21(у0)п(у)^ + Ъ2(у0)[п(у\%] Ъ2(у\%

(  В и ( У о ) п ( у ) £  +  IA (> oX  п (у )]^  \ ( у ) £

В21(у0 )п(у)£ + [Ь2 (у0), п {у )^  Ъ2 (у)£ _ У - У 0

\У~Уо
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