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Аннотация. Разработан алгоритм и составлена программа в среде MAPLE для решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений IV порядка, в общем, в виде обобщенных степенных рядов. Дифференциальные 
уравнения могут содержать регулярные особые точки. Приведены примеры решений дифференциальных 
уравнений IV порядка из теории сопротивления материалов, которые показывают эффективность разработан­
ной программы.

Resume. The developed algorithm and program in MAPLE of the solution ordinary differential equations IV 
order , in general, in the form  of generalized power series are developed. The differential equation could consist the 
singular regular points. Some examples o f the solution differential equations IV order in theory of resistance o f m ateri­
als are presented, that show the efficiency of the developed program.
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Введение

Эффективным методом интегрирования дифференциальных уравнений является поиск ре­

шений в виде степенных рядов и последующим нахождением коэффициентов этих рядов [1]. Но на 

практике при конкретных расчетах приходится сталкиваться с большим объемом вычислений при 

нахождении неизвестных коэффициентов степенных рядов, причем сложность нахождения реше­

ний увеличивается в тех точках, в которых имеются особенности. Однако использование современ­

ных компьютеров вместе с пакетами программ для аналитических вычислений, таких как Maple, 

Mathematica, Reduce и другие, позволяют достаточно быстро выполнить необходимые расчеты по 

построению решений линейных дифференциальных уравнений в виде рядов, причем до очень 

больших порядков.

В задачах математической физики наиболее часто возникают линейные дифференциальные 

уравнения второго и четвертого порядков. Следует также отметить, что решения некоторых нели­
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нейных дифференциальных уравнений могут быть выражены через линейно независимые решения 

соответствующих линейных дифференциальных уравнений. Например, решение нелинейного урав­

нения Ермакова-Милна-Пинни строится из двух независимых решений линейного обыкновенного 

дифференциального уравнения второго порядка.

В работе представлена вычислительная схема решения обыкновенных линейных дифферен­

циальных уравнений четвертого порядка в виде обобщенных степенных рядов с использованием 

системы компьютерной алгебры Maple. Также с помощью составленной программы были найдены 

линейно-независимые решения для ряда конкретных дифференциальных уравнений.

Вычислительная схема

Рассмотрим дифференциальное уравнение четвертого порядка

у (П ] (х) + Р3 (х) у"'(х) + Р2 (х) у ”(х) + Рх (х) у'(х) + Р0 (х) у(х) = 0 . (1)

В случае, если коэффициенты-функции /\ (х ) , Р2( х ) , 1\ (х ) , Р0 (х) не содержат регулярных

ОСОбыХ ТОЧеК И ЯВЛЯЮТСЯ ГОЛОМОрфнЫМИ фуНКЦИЯМИ В ОКреСТНОСТИ ТОЧКИ X =  Xq

оо оо

Р 3 О )  =  X  р к ] ( х  "  Х 0 ) *  ’ р 2 ( х )  =  X  р{к ] ( Х  “  х 0 ) *  »
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к=0 к=О

оо оо

Р\ (х) = Y ,  Р к ] (х -  Х0 )к , Р0 (х) = J ]  p f ] (х -  х0 f  , (2)
к=0 к=О

то линейно независимые решения У|, у 2 , у  ̂  и у 4 могут быть представленными виде степенных

рядов:

00
Vj (х) = 1 + £  cf> (х -  х0 )к , (за)

к = 2

оо

у 2(х) = х - х 0 + Х с[2)( х - х0)к , (зб)
к= 2

оо

у3(х) = ( х - х 0)2 /2 + £ 4 3)( х - х0)к , (зв)
к = 2

оо

v4(х) = ( х - х 0)3 /3  + ^ с [ 4)( х - х 0)к , (зг)
к= 2

Коэффициенты , cj,21, , с|41 определяются единственным образом посредством под­

становки рядов (з) в уравнение (l) и приравниванием к нулю коэффициентов при различных степе­

нях независимой переменной в левой части полученного равенства.

При наличии полюсов не выше четвертого порядка в точке х = х0 вид решений (з) будет 

иным в зависимости от корней определяющего уравнения (см., например, [1-4])- Из теории обыкно­

венных дифференциальных уравнений [2] известно, что для того чтобы уравнение, в частности, ви­

да (l) имело в окрестности особой точки х  = х0 хотя бы одно частное решение в виде обобщенного 

степенного ряда
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v(x) = { х - х 0)р ^ с к { х -  х0)к, (с0 ф 0), (4)
к = 0

где показатель Р  есть некоторое постоянное число, достаточно, чтобы это уравнение имело вид

оо оо оо оо

2 > 1 2) 2 > Г
/ ' П  ( Х )  +  * = 9  у Ч х )  +    у „ ( х }  +  J s = о   , { х )  +  Л = о ---------------------  { х )  =  0 ш  ( 5 )

х ~ х о ( х  — х 0 ) ( Х - Х 0 ) 3 ( Х - Х 0 ) 4

Показатель р  находится из определяющего уравнения:

р { р - \ ) { р - 2 ) { р - Ъ )  + р { р - \ ) { р - 2 ) р 1  + р { р - \ ) р 1  + p p lQ + P q = 0. (6)

Пусть р 1 , р 2, Рз и р 4 есть корни уравнения (6). Тогда, если корни определяющего уравне­

ния ру, р 2, Рз и р 4 независимы, и никакие два из них не различаются на целое число, то каждому 

числу р  соответствует определенная последовательность коэффициентов ск , а всего получается 

четыре независимых решения, образующих фундаментальную систему

у г(х) = (х -  х 0)■А j r  с Р  ( х - х 0)к , (с <« ф 0), (7а)
к =О

оо

у 2 (х) = (x - x0)P2Y ,  с[2) ( х  х 0 )к , (с(02) Ф 0) ,  (76)
к=О

оо

у3 (х) = (х  -  х0 )Pi Y , 4 3) (х  -  хо )А > (со } *  ° )  > (7В)
к =О

оо

v4(х) = (х  -  х0)■р* Y , с[4) ( х - х 0)к , (с{04) Ф 0) . (7Г)
к =О

1 2  3 4Коэффициенты ск , cj. , ск и ск определяются подстановкой рядов (7) в уравнение (5), при

1 2  3 4этом коэффициенты с 0, Cq , с0 и с () остаются произвольными (далее положим их равными едини-

Если найденные четыре значения р  таковы, что два или несколько различаются на целое 

число, то они могут быть расположены в виде независимых последовательностей

Р \ ?  Р 2 ? * * Р а - 1 

Р а ?  Р а + \ ?  '' •’ Р р - 1

  (8)
так, чтобы величины в каждой последовательности различались только на целые числа, и их веще­

ственные части образовали бы невозрастаюшую последовательность. Только первый член каждой 

последовательности дает решение вида (4), поскольку, например, любой член р а+к последователь­

ности р а . . .р  р_у равен р а или меньше его на положительное целое число.

Рассмотрим одну из последовательностей показателей дифференциального уравнения, 

например, последовательность
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Р\, P i  ■> • • • ■> Ра-\ ’

которая так расположена, что если % < Л , то р х -  р у положительное целое число или нуль. По­

скольку эти показатели не обязательно равны, они могут быть разделены на подпоследовательности 

так, чтобы члены каждой подпоследовательности были равны между собой. Так, предположим, что 

Р\ = Рг = • • • = Pi~\ соответствуют корню кратности /; /?, = р 1+] = ... = pj_x соответствуют корню

кратности j  — 7; p j  = p J+\ = ... = р/._\ соответствуют корню кратности к - j  и т.д. до тех пор пока 

ряд не будет исчерпан.

Рассмотрим показатель р х в первой подпоследовательности. В данном случае возникает

подпоследовательность 1 решений

у х(х) = м\(х,рх),

у 2  (X) = и , (X, Р\ )1пх + М>2 (х, р х ) 

y f-i (х) = И, (х, р х )(1пх)''1 + (/ -  l)w2 (X, р х )(1 п х Г 2 + ... + И’,_1 (х, р х), (9)

оо

где ws {x,ps ) = { x - x ())Ps' ^ c sk { x - x ())k ,{C() ^0,5 = 1,2,3,...). Наличие wx{x,p x){lnx),_1 в Wr показы-
к=О

вает, что эти i решений линейно-независимы.

Рассмотрим показатель p i второй подпоследовательности, ему соответствуют / — i решений

У i W  = Щ (A Pi )(1пх)7 + 7 W2 (X, p t )(1п х)7-1 + ... + W, (Х, /7# )

У j - 1 (х) = Wj (х, p i )(lnx)-/_1 + ( j  - 1 )w2 (X, p t )(lnx)-/“2 + ... + Wj_x (X, p t ) . (10) 

Аналогично подпоследовательность индекса j  дает к -  j  решений и т.д. до тех пор пока ряд 

не будет исчерпан.

Так как функции ( х ) , у 2(х), у$(х) и v4(x) являются линейно независимыми решениями 

уравнения (5), то с их помощью находим общее решение

Я х )  = С х ■ уг (х) + С 2 • у 2 (х) + С 3 • (х) + С 4 ■ у4 (х ) . (и)

Разработанная программа [5] позволяет находить решения дифференциальных уравнений 

четвертого порядка в виде степенных рядов, в общем, произвольной степени п , но ограниченной 

возможностями конкретной вычислительной машины.

Решение задач из теории сопротивления материалов

При помощи разработанной программы найдены решения двух задач из теории сопротив­

ления материалов.

Пример 1. Основным уравнением устойчивости плоской формы изгиба двутавровой балки, 

к которой приложен изгибающий момент и внешняя сила, является линейное дифференциальное 

уравнение четвертого порядка [6]
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в {1¥\ х ) - \ в \ х ) - \ в { х )  = 0, 
a 2 d

где а , d - геометрические и прочностные характеристики балки, 6(х) - узел закручивания балки

вдоль ее длины. В данном уравнении коэффициенты-функции равны Р3 (х) = 0 , Р2 (х) = ----— ,
а

1\ (х) = 0, Р0 (х) = — , не имеют особых точек.

С помощью разработанной программы [5] получаем четыре линейно независимых решения первые 

члены которых приведены ниже

а д  =  1  +  _ ^ <  +  1  т «  +  < ' 4 + ° 4 >  и  +  ( r f 4 + 2 ” 4 )  х - о  +

24d 4 720а 2 d 4 40320а  d  362880Сt/6 с/8 479001600/ d

, (d 8 + 4 a 4 d 4 + 3a 8) ^14 + ( d 12+ 5a 4 d % + 6 d 4 a 8 + a 12) ^16

8717829120a 10 d 12 2092278988000a 12 d Xb

_ 1 5 1 7 (d 4 +ci4) 9 (d4 + 2 a 4) ц
2 ^  -̂-------------X H-------------  X  H-------------------------- X H---------------------- -̂------X +

120d 4 5040a d  362880a4 d* 3991680Cb6 rf8

( d 8 + 3 a 4 d 4 + a 8 ) 13 ( d 8 +  4 ci4 d 4 + 3  a 8 ) 15
+ -------------------------------------------- + ---------------------------------- m 12 *  ’6227020800 ? d 12 1 3 0 7 6 7 4 3 6 8 0 0 a 10 d 12

, , 4 x 2 1 4 (c/4 + a 4) 6 (c/4 + 2a 4) 8 (c/8+ 3a 4 c/4 + a 8) 10 (d* + 4 a 4 d 4 + 3a 8) p
U (x) =  I X + —_____ — X + —______ — X + -____________ - X + -_____________ - X +

2 24a 2 720a4 d 4 40320a 6 o'4 3628800a 8 o'8 47900160Cb10 c/8

( d 12 + 5 a 4 d *  + 6 d 4 a* + a 12) 14 ( d 12 + 6 a 4 d 8 + \ 0d 4 a 8 + 4 a 12) 16
+ — — x  + — — X

8717829120a 12 d 12 2092278988000a 14 d 12

x 3 1 5 ( J 4 + a 4 ) 7 ( / + 2 a 4 ) 9 ( J 8 + 3 a 4 d 4 + a 8) n
 1-------------X  ч—  ------------ :—  JV ч  —  JC +  —------------------------------- — X  +
3 60a 2 2520a 4 d 4 181440a 6 d 4 1995840Ch8 d 8

( d 8 + 4 a 4 d 4 + 3 a 8) „  { d 12 + 5  ci4 d 8 + 6  d 4 ci8 +  ci12 ) 15
+ —-------------------------------x  + —--------------------------------------------- X

311 35 1 04 0 Q/10 d 8 6 5 3 8 3 7 1 8 4 0 0 a 12 d 12
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П рим ер 2. Уравнение

у (П ] (х ) + — у" ' (х )  +  ^ - у \ х )  +  v (x ) = О
«  а  а

описывает вал, на который действует крутящий момент М  и сила сжатия F , приложенная вдоль 

оси вала, вал имеет постоянное поперечное сечение и а - жесткость вала на изгиб [7].

Данное уравнение не имеет особых точек. С помощью разработанной программы [5] получены че­

тыре линейно независимых решения первые члены которых приведены ниже

„ (х) = 1 _ _ ^  + _ ^  _ F » (4 F » - m V  _

24а 2 60а 3 720а 4 1260а 5

F 2(16F 4 -1 2 M 2F 2 + М 4 —F 2a 2) 8 F 3(16F 4 - \ 6 M 2F 2 + З М 4 - 2F 2a 2) 9

40320а 6 18144Cbr7

F 2 5 F 3 6 F  (4F  - M  ) 7 F  (2F  - M  ) 8
V (x ) = x ---------- - X  + -------- - x ----------------- -------X + -------------------   x -

120a 2 360a 3 5040a 4 10080a 5

F 2(16F 4 -1 2 M 2F 2 + M 4 —F 2a 2) 9 F 3(16F 4 - 16M 2F 2 + 3M 4 - 2F 2a 2) 10

362880a 6 181440Cbr7

x 2 M 2 4 F M 2 5 (4M 2F 2 - M 4 + F 2a 2) 6 F ( 4M 2F 2 - 2M 4 + F 2a 2) 7
--------------- X 4------- X ------------------------------------ —X ч---------------------------------------X

2 24a 2 60a 3 720a 4 2520a 5

(16F 4M 2 - \ 2M 4F 2 + 4F 4a 2 + M 6 - 2M 2F 2a 2) 8 

40320a 6

F ( \ 6F 4M 2 - 16M 4F 2 + 4 F 4a 2 + 3M 6 - 4M 2F 2a 2) 9 

181440ar7

,  N x 3 F  4 (4 F 2 - M 2) 5 F { 2F 2 - M 2) 6 (16F 4 - \ 2M 2F 2 + M 4 - F 2a 2) 7

vd(x) = ----------- X ч---------------- X ------------------------ X ч---------------------------------------------- X
3 6 a  60a 2 90a 3 2520a 4

F ( \ 6 F 4 - \ 6 M 2F 2 + 3M 4 - 2F 2a 2) 8 

10080a 5

(64F 6 - 80F 4M 2 + 24M 4F 2 - 12F 4a 2 - M 6 + 2 M 2F 2a 2) 9

181440a:6
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Заключение

В данной работе представлена вычислительная схема решения обыкновенных дифференци­

альных уравнений четвертого порядка в виде обобщенно степенных рядов. На основе разработанно­

го алгоритма составлена программа в Maple и решены две задачи из теории сопротивления матери­

алов. В дальнейшем планируется построение функции Грина для дифференциальных уравнений IV 

порядка.
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