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Введение

П усть  l2 (Ю -  ги л ь б е р то в о  п р о стр а н ств о  д в у с то р о н н и х  к о м п л ек сн ы х  п о сл ед о в а тел ь н о ст ей

х: Ъ -» С. С к а л я р н о е п р о и зв ед е н и е  в  l2 (Z) зад а ется  ф о р м ул о й  ( х ,у )  =  2 n ezx ( n )y (n )  ,х ,у  е  l2 (Z), х: ъ  —>

1
С ,у : Ъ -» С. Н о р м а ||х|| =  Q ]n6Z|х(п )|2) 2, х  £ 12(Ю ,х: 7L —> С, п о р о ж д а е тся  эти м  ск а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и 

ем . Р а ссм о тр и м  л и н е й н ы й  за м к н у ты й  о п ер а то р  £:£>(£) с  l2 (JL) -» Z2(^)>

(£ х )(п ) =  а (п )х (п ) +  2х (п )  — х (п  — 1 )  — х (п  +  1 ) , п  £ Ъ ,х  £ £>(£), 

с  о б л асть ю  о п р ед ел ен и я  D (£) с  12 (Ж) ви да

£)(£) =  ]х  £ |a (n )|2|x(n )|2 <  с»(

( f k  J
З д есь  a: TL -> С п о сл ед о в а тел ь н о сть , о б л ад аю щ а я  св о й ствам и :
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1) a(i) = a(—i) для всех i £ TL (последовательность а: Ъ -> С чётна);

2) a(i) Ф a(j) при |£| Ф \j\ ,i,j  £ 2;

3)limn^Ja(n)| = с»;

4) 0 < dt = infj^ ij>0\a(i) -  a O') I -> при i -> с».

Оператор £\D(£) с й - > й  рассматривался в конечномерном случае в [1]. Рассматриваемый 

класс операторов соответствует операторам Штурма-Лиувилля при их дискретизации [1,2].

Основные результаты статьи содержатся в следующих теоремах.

Теорема 1. Существует такое целое число к > 0, что спектр <т(£) оператора £ представим в

виде

<т(£) = <T(fc)U(Ui>fc<Tj), (1)

где множество содержит не более чем 2к + 1 собственных значений, множества aL,i > к двухто

чечны, <Tj = и приближениями к собственным значениям ji±L являются числа

H±i = a(i) + 2 + 0 (djr l ), i > к, (2)

© , a ( i + l ) - 2 a ( i ) + a ( i + l )  , , /-„ч
+ 2 - Т —— :— ;— 7-т+ 0(di 's) , i >  к. (3)

Обозначим через Pn, п 6 Ъ, проектор Рисса (спектральный проектор), построенный по двух

точечному спектральному множеству {a{ri),a(—ri)},n £ Ъ, оператора A: D(A) = D(£) с  Н -» Н, задава

емого формулой

(.Ах)(п) = а(п)х(п) + 2х(п),п £ Ъ, (4)

и Р0 = Р({а(0)},Л).

Обозначим символом Рп,п £ Ъ, проектор Рп = Р(оп,£), где множества <тп, п £ Ъ+, определены в 

теореме 1.

Теорема 2. Для спектральных проекторов PL, i > к, имеют место оценки

||Рг - Р г || = 0 (d i1) , i > k ,  (5)

\W*mP i -  ZlmPiW = 0 ( 0 ,  (6)

где m > k , N > m , N E N .  Имеют место также следующие оценки равносходимости спектральных раз

ложений

\\рЫ).£) + £\>кР  - 1\=0Pi II = W 1), (7)

где I > к и  множество а(к) определено в теореме 1.

Методом изучения спектра и спектральных проекторов оператора £:£>(£) с Я - > Я  служит

метод подобных операторов [3Ы7], который и изложим в следующем параграфе в адаптированном

для рассматриваемого оператора виде.
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Метод подобных операторов

Метод подобных операторов берет начало с работ А. Пуанкаре, А.А. Ляпунова, Н.М. Крыло

ва, Н.Н. Боголюбова, К. Фридрихса, Р. Тёрнера и окончательно оформляется в работах А.Г. Баскако

ва (см, например, [з Н 7])- Метод Р. Тёрнера с точки зрения метода подробных операторов подробно 

анализировался в [8]. Обычно метод подобных операторов используется в качестве метода исследо

вания спектральных характеристик различных дифференциальных операторов [9]-[15].

В изложении метода будем придерживаться аксиоматического подхода, опираясь на работу [7].
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Линейные операторы, действующие в пространстве линейных операторов, будем называть 

трансформаторами согласно терминологии М.Г. Крейна.

О п редел ен и е 1 [7]. Два линейных оператора AL\ D(Ai) с  Н -» Н, i = 1,2, называются подоб

ными, если существует непрерывно обратимый оператор U £ EndH, такой что UD(AZ) = D(A1) и 

Ал Ux = U A 2x , x  £ D(A2). Оператор U £ End H называется оператором преобразования оператора А, в 

оператор А2.

Подобные операторы обладают рядом совпадающих спектральных свойств, которые удобно 

представить в виде следующей леммы.

Л ем м а 1 [7]. Пусть At\D(At) с  Я -> Я, i = 1,2 -  два подобных оператора и U £ End Я -  опера

тор преобразования оператора А1 в оператор А2. Тогда:

1) стСАО = а(А2), OdO^) = aaCA^.a^Aj = ас(А2), а^А^ = аг(А2), где

cr(i4j),(Td(i4j), ac(Ai), ar(Ai), i = 1,2 -  спектр, дискретный, непрерывный и остаточный спектры опера

торов At, i = 1,2, соответственно;

2) если оператор А2 допускает разложение А2 = А21фА22, где А2к = А2\Нк,к = 1,2 -  сужение 

оператора А2 на Нк,к = 1,2 относительно прямой суммы Н = Н} ®Н2 инвариантных относительно 

оператора А2 подпространств Н1 и Н2, то подпространства Нк = U(Нк), к = 1,2, инвариантны относи

тельно оператора А1 и А 1 = АЛЛ®АЛ2, где А1к = Аг\д-к,к = 1,2, при этом Н = ЩфТГ,. Кроме того, если Р 

-  проектор, осуществляющий разложение Н = Нл ®W2, т.е. Н1 = ImP, Н2 = Im(I — Р), то проектор 

Р £ End Н, осуществляющий разложение Н = Нл ®Я2 определяется формулой

р = UPU-1.

Пусть А-. D(А) с  Н -» Н -  замкнутый линейный оператор, действующий в комплексном гиль

бертовом пространстве Н, имеющий плотную в Н область определения D (Л) и непустое резольвент

ное множество р(А).

Спектральные свойства оператора А считаются известными. Основная идея метода подобных 

операторов состоит в преобразовании подобия возмущенного оператора А — В, где В £ End Н, в опе

ратор, спектральные свойства которого легко изучать, потому что они близки к спектральным свой

ствам невозмущенного оператора.

Пусть {Рп,п £ Z+} -  система ортопроекторов (разложение единицы) из алгебры EndH со 

свойствами:

1) PiPj = 0 при i Ф j  для всех i,j £ Ъ+;

2) ряд A £n6Z+ Рпх безусловно сходится к х £ Н для любого х £ Н;

3) из равенств PLx = 0 для любого i £ Ъ+ следует, что х = 0.

Каждому оператору X £ End Н поставим в соответствие матрицу (Xtj ), i,j £ Z+, составленную 

из операторных блоков Хц = PLXPr  i,j £ Z+. Введем, согласно [16], понятие диагонали матрицы (Х^) 

оператора X. А  именно, -ой диагональю, где р £ Z, матрицы (XLj) назовем оператор Хр £ End Н, опре

деляемый формулой

i-j=p

Определим двустороннюю числовую последовательность dx \ Ъ Ш+ = (0,оо)? положив
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Последовательность dx\ Ъ -> IR+ является важной характеристикой убывания элементов мат

рицы оператора X, лежащих вне главной диагонали. Корректность определения операторов Хр,р £ Ъ 

(безусловная сходимость ряда) доказана в [16].

Если для некоторого оператора X из End Н выполнено условие

^ dx (p ) <  00,
рег

то оператор X будем называть оператором с суммируемыми диагоналями. Таким образом, этот опе

ратор X £ End Н представим в виде (см. [16])

рег

Операторы с суммируемыми диагоналями образуют подалгебру End1 Н из алгебры End Н. 

Если положить

imii = J 4 (p).
рег

то End1 Н является банаховой алгеброй.

Важнейшим понятием метода подобных операторов является понятие допустимой тройки, 

которая для применимости метода должна удовлетворять ряду условий.

Определение 2 [7]. Пусть J-.End^ -» End±H,Г\ End±H -» End±H трансформаторы. Тройку 

(EndtH,J, Г) назовём допустимой для невозмущенного оператора A, a EndtH допустимым простран

ством возмущений, если:

1) / и Г -  непрерывные трансформаторы, причём / -  проектор;

2) (ГХ){D(А)) с  D(A), при этом

АГХ -  ГХА = X -  ]Х, X £ End±H (8)

и Y = ГХ £ EndtH -  единственное решение уравнения AY — YA = X — JX, удовлетворяющее условию 

JY = 0;

3) существует постоянная у > 0 такая, что ||Г|| < у,шах{\\Х(ГУ)\\1, 11( ^ ) 711!) < Kll^lliIÎ IL;

4) для любого X £ EndtH и е > 0 существует Ае £ р(А) такое, что

\\X(A-Aei y 1\\m < e .  (9)

Теорема 3 [7]. Пусть (End-Ji,], Г) -  допустимая тройка для оператора A: D(A) с  Н -» Н и В -  

некоторый оператор из End1Н. Тогда если

Ы в \ к  <  1, ( ю )

то оператор А -  В подобен оператору A -JX ,,

(А -  В) (/ + ГХ,) = (/ + ГХ,)(А -  ],Х), 

где X, £ End1 Н является решением нелинейного операторного уравнения

х  = в г х  -  (гх)(/в) -  (r x ) j(ВГХ) + В. (11)

Решение Х„ может быть найдено методом простых итераций, положив Х0 = 0, X, = В ,... (Опе

ратор Ф: End±H -» Endj Н, определённый правой частью равенства (и) является сжимающим в шаре

{X £ End-tH-. ЦХ -  В\\1 < 31|В|| ,}). Преобразование подобия оператора А -  В в оператор А -  JX, осу

ществляет оператор / + ГХ, £ End±H.



Построение допустимой тройки

В этом параграфе и далее Н = Представим оператор £ в виде 8 = А -  В, где оператор 

A\D(A) с  Н -» Н определяется формулой (4) и (Вх)(п) = х(п + 1) + х(п -  1),п Е Ъ,х Е Н, принадле

жит EndtH, причём ||£||i = 2.
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Заметим, что сопряженный к А оператор A*\D(A*) с  Н -» Н имеет вид (А*х)(п) = а(п)х(п) + 

2х(п),п Е Ъ , его область определения D(A') совпадает с D(A) и |Их|| = ||/Гх||,х 6 D(A), поэтому, со

гласно [17, глава 13] он является нормальным оператором.

Отметим, что все операторы удобно также считать заданными своими матрицами относи

тельно стандартного базиса {ек, к Е %} пространства Н, где ек (п) = 8пк, п, к Е Ж, и 8пк -  символ Кроне- 

кера. Тогда в качестве дизъюнктивной системы проекторов, образующих разложение единицы, 

удобно взять систему проекторов {Р(п)}, п Е TL, где Р (п)х = (х,еп)еп,п £ Ъ, х £ Н. Соответствующие 

спектральные проекторы Pn,nETL+, невозмущенного оператора А на спектральное множество 

<?п = Ы(п) + 2},п £ Ъ+ задаются формулой Рп = Р(п) + Р(-П),п £ И, Р0 = Р (0) (или, Рпх = (х,еп)еп + 

(х, е_п)е_п,п > 0,Р0х = (х,е0)е0).

Перейдём к определению трансформаторов J: Епс1} Н -» Епс1} Н и Г: Епс1} Н -» Епс1} Н. Положим

JX = Т,пеж РпХ Рп, Х Е  End-tH. (12)

Очевидно, что трансформатор / диагонализует матрицу оператора X и ]В  = 0 в силу опреде

ления оператора В.

Перепишем равенство (8) для матричных элементов матрицы Y = (у1т), где Y = ГХ:

aQ)yim ~ yima(rn) = х1т, |/| Ф \т\,

откуда

(«>

и у1т = 0, |/| = \т\, l, m Е Ъ. Так как а(1) Ф а(т) при |/| Ф \т\, то формула (13) корректна. Таким обра

зом матричные элементы оператора Y = ГХ определены. При этом Y Е ЕпйгН и

ll^lli = Epezll^pll ^ (. min К О  -  аЦ)\У1 ^Рег\\Хр\\ = (. min |a(i) -  a(/)l)-1 \\Х\\̂

Пусть Qk = Y*i<k Pi- Наряду с трансформаторами / и Г рассмотрим семейство трансформато

ров Jk и r fcl к > 0, задаваемых формулами

JkX = Z i>kPiXPi + QkXQk, (14)

ГкХ = ГХ -  Qk(rX)Qk,k > 0,Х Е  Еп^Н. (15)

Очевидно, что ] 0Х = ]Х, Г()Х = ГХ. Отметим также что операторы ] кХ и ГкХ,Х Е End, Н, отли

чаются от операторов ]Х  и ГХ на оператор конечного ранга. Более того, операторы ] кХ и ГкХ,Х Е 

End-tH не изменяются, если вместо невозмущенного оператора брать не оператор А, а оператор 

А — А0/, где Я0 £ р(А) и D(A) = D ( А -  Л01).

Можно показать, что имеет место следующая

Л ем м а 2. Тройки (End1H,Jk,r k),k  > 0, являются допустимыми для оператора А тройками 

при любом к > 0.

Т еорем а 4. Существует такое число к > 0, что оператор £:£>(£) с  Н -» Н подобен оператору

блочно-диагонального вида A —JkXt, где оператор X, £ EndtH есть решение рассматриваемого в
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End-tH уравнения (и) с операторами Гк,]к е End(End1H), определенными формулами (14), (15) и 

возмущением В.

Доказательство. Осталось проверить выполнение условия (ю ) теоремы 3. Заметим, 

что в рассматриваемом случае

где П =  { i , j  >  0, i Ф j , m a x { i , j }  >  к},  поэтому 1ЦХЦ!. Так как dfc -» со при к -> со, то

условие (ю ) выполняется за счет выбора подходящего числа к. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 1. Из теоремы 4 и леммы 1 следует, что <т(£) = а (А — JkXt), где X* 

- решение уравнения (и) и at = a(Ai),Ai = (a(i) + 2)1 — PLX,\Hi, = Im PL при i > к. Таким образом,

для асимптотики спектра оператора £ нам нужен оператор PiXt \H . Однако, нам известен не сам опе

ратор X* £ EndtH, а последовательные приближения к нему, первым из которых X(l t является опера

тор Х{1) = В, вторым -  оператор Х(2) = ВГкВ -  ГkBJkB -  YkBJk(BYkB) + В. При этом с учётом того, что 

при всех к и всех Y,Z Е EndtH A ( ( r fcr)/fcZ) = 0, j  > к, получаем PiX^lui = Pi(BTkB + В)\н., i > к. При

ближения выше второго порядка обычно не используются в методе подобных операторов из-за их 

громоздкости.

Представим оператор PiXt \H., i > к, в виде PiXt \H. = PtB \н. + (X, -  В)\н. = Р,(X, -  В)\н., здесь

учтено, что PtB \н. = 0 в силу определения оператора В. Из уравнения (и) следует X, — В = ВГкХ, —

Таким образом, оператор AL имеет диагональный вид с полупростыми собственными значениями 

кратности 2, jUj = = a(i) + 2 и погрешность приближения не превосходит величины С, d~ ' , i > к,

для некоторой постоянной С, > 0. Итак, формула (2) установлена. Оценка (3) устанавливается ана

логично, если в качестве X* рассмотреть второе приближение к нему, равное оператору Х̂ 2)- Также 

учтено, что блоки PiBTkBPi,i > к + 1, двумерны и имеют вид

иР г(ВГкХ(2))|Н4 = Pi(BTkX(3))\„ .,i>  к.

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда для спектральных проекторов 

Pi = P({(Uj}, £), i > к, и Qk = Yii<k Pi имеют место формулы

Доказательство. Из леммы 1 следует, что спектральные проекторы Pt,i > к, оператора А и 

спектральные проекторы PL, i > к, оператора £ связаны равенством

откуда и следуют формулы (16), (18). Аналогично получаются формулы (17), (19) для проектора Qk.

I M I i  < Spezll (ГХ)Р || < (minU6n|(a(i) -  a O') I) 1 ll^lli,

Доказательство основных результатов

pt = ptu - 1 + TfcX.PjU-1, i > k,U = I + rkX„, 

Qk = QkU-1 + Tkx,Qku - \

Pi - P i = (TkXtPi -  PiTbXjU-1, i > k, 

Qk - Q k = (rkXtQk - Q krkXt)U -\

(16)

(17)

(18)

(19)

Pi = (/ + гкх * Ш 1  + rkx t) - \  i > к + 1,
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Доказательство теоремы 2. Из леммы 2 следует, что

\\Pi-Pi\\m < \\Pi-Pt\l < с2(ц > к,

u\\PiTkXt \\i = 0 (d i1) , i > k .

Обозначим символом П произвольное множество из W \{1, ... к]. Для множества Д = Д(П) = 

{Ап, п £ П} проектор Рисса Р(Д, А) определим равенством Рдх = Р(Д, А) х = £ пбП Рпх, х £ Н. Аналогично 

Д = Д(П) = {цп,п  £ П},Рдх = Р(Д, е)х = YmenPnx>x е Н.

Из подобия операторов £ и А — ]к X, следуют равенства

Рд = (/ + ГкХ.)РА (/ + rkx ty \

Ра ~ Рд = (ГкХ.РА -  РАГкХ. ) 0  + ГкХ.)-1 -

Следовательно,

\\Ра -  PaIL < Н(/ + r fcX*)-1||(||rfcX*PA||1 + ЦРдГ^.ЦО.

Оператор (/ + ^ Х ,)-1 ограничен, а нормы НГдХРдН, ЦРдГ/ДЛ , оцениваются величиной 

C(d(П))-1 , где d(fl) = minien dn поэтому ||Рд-Рд|| = 0(d~' (П)). В формуле (ю) берем в качестве 

П множество П = {ш, ш + 1, ,  N}, m > k,N > к. А  в формуле (п) положим fl = {n: п > I}, где I > к. □

Определение 3 [18]. Пусть С: D(C) с  Н —> Н -  линейный оператор, спектр которого пред

ставим в виде объединения

ff(C) = U„ezO'n (20)

взаимно непересекающихся компактных множеств и Рп — проектор Рисса, построенный по множе

ству ап. Оператор С называется спектральным относительно разложения (20) или обобщенно спек

тральным, если ряд Ymei Рпх сходится для любого вектора х £ Н.

Отметим, что если ап = {Ап}, п ЕЖ, - одноточечные множества, а проекторы Рп, п £ Ъ, облада

ют свойством СРп = АпРп,п £ TL, исключая конечное число, то оператор С является спектральным по 

Данфорду, причём С -  спектральный оператор скалярного типа, если СРп = AnPn,Vn £ TL.

Следствие 1. Оператор £ является спектральным относительно разложения (l).

Пример. Пусть числа а(п), п £ Ъ, таковы, что а(п) = с3п2 + с4, где с3, с4 -  некоторые констан

ты. Тогда имеют место теоремы 1 и 2 об асимптотической оценке собственных векторов, собствен

ных значений и спектральных проекторов оператора 8. Заметим, что в этом случае dt = c5i,i > 1, 

d t -»  оо при i -»  оо.

Отметим, что исследование спектральных свойств оператора 8, но с другими условиями на 

последовательности а: Ъ -» С проведено в [19]. Там в качестве пространства допустимых возмущений 

выступает пространство End l2 (2Q.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 16-01-00197.
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