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Аннотация. В работе исследуются спектральные свойства дифференциального оператора второго 
порядка с нелокальными краевыми условиями методом подобных операторов. Получены результаты об 
асимптотике спектра и сходимости спектральных разложений дифференциального оператора.
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В в е д е н и е

Пусть L 2 [0 , 2 ^] - гильбертово пространство комплексных измеримых (классов) функций,

суммируемых с квадратом модуля со скалярным произведением вида
о

обозначим пространство Соболева абсолютно непрерывна,

Рассматривается дифференциальный оператор

L  : D ( L )  с  L  [0 , 2 ^ ] ^ L  [0 , 2 ^ ], задаваемый дифференциальным выражением вида

n

(1)

где %  - функции из к  = 1, n, с областью определения

D (L )  = е  W2 [0 , 2 7t \, х  (0 ) = х  ( 2 ;г ) , х  (о) = х  ( 2 ;г)j  .
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В частности, такого класса (случай n  = 2 ) оператор возникает при переходе к сопряжен

ному при исследовании оператора, действующего в L 2 [0 ,2га], задаваемого выражением

Ly = - у  + у  (2)
и начальными краевыми условиями

2га
у  ( 0 ) = у  ( 2га) + J a0(t )y( t  ) d t ,

0
2га (3)
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^(0) = j ( 2 r a ) +  J ax(t)y(t)dt.У\Ч) =

Здесь a 0 и a  - функции из L 2 [0 , 2 га].

T T"*Для исследования спектра оператора L  рассмотрим сопряженный ему оператор L  (см. [5]), 

который задается дифференциальным выражением

(£*-*) (7) = — х (f) + л (7) — [х (2га) а0 (t) — х  (2га) ах (?)] (4)

и краевыми условиями

х(0) = х(2га), 

х(0) = х(2га).

В настоящей статье для исследования спектральных свойств рассматриваемого класса 

применяется вариант метода подобных операторов, позволяющий получить оценку сходимости 

спектральных разложений рассматриваемых операторов.

Приведем основные определения и теоремы метода подобных операторов.

Пусть H  - бесконечномерное комплексное сепарабельное гильбертово пространство. 

О п р е д е л е н и е  1. Д ва оператора A  : D  ( A ) с  H  ^  H , i =  1, 2 , называются подобными,

если существует непрерывно обратимый оператор V  е  E n d  H  (т. е. V  1 е  E n d  H , E n d  H  - 

банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в гильбертовом про

странстве H ), такой, что V D  (A  ) = D  (A ) и выполняется равенство

A V x  = VA2x , x  е  D  (A  ) .  Оператор V  называется оператором преобразования подобия опера

тора A  в A  •

О п р е д е л е н и е  2. Линейный оператор С  : D  ( С  ) с  H  ^  H  называется подчиненным  

оператору A  : D ( A )  с  H  ^  H  , если выполнены следующие два условия:

1) D  ( С ) э  D  ( A ) ;

2) существует постоянная M  > 0 , такая, что

||Cx| < M  (| Ax|| + | x||) V x  е  D  ( A ) .



О п р е д е л е н и е  3. Тройка (U , J , Г ) ,  J  : U  ^ U , Г : U  ^ E n d H , называется допу

стимой для оператора А , а U  - допустимым пространством возмущений, если:

1) U  - банахово пространство (со своей нормой 11 • ||Д непрерывно вложенное в ба

нахово пространство LA (H ) линейных операторов, подчиненных оператору A ;

2) J , Г  - трансформаторы (т. е. линейные операторы, действующие в простран

стве линейных операторов);

3) ( Г Х ) x  е  D  ( A )  V x  е  D  ( A )  и имеет место равенство:

А Г Х - ( Г Х ) A  = X -  J X , X  e U ,

(равенство понимается как равенст во элементов из U  );

4) X  Г У , ( Г Г ) X  e U ,  X , Y  e U , и существуют постоянные /  > 0  /2 > 0 , такие,

что ||Г ||</, и m a x { | | Л Т ^ [ ( Г Г ) X | | ,} < r 2||X ||,||Y ||,;

5) выполнены условия:

а) Im  T X  с  D (A )  и A Г X  е  E n d  H  или

б) V X  е  U  и V s  > 0  существует число vs е  р ( A )  ( р ( A )  - резольвентное множество опера

тора A  ), такое, что ||XR ( v s , А)||^ < s ,  где |IX I L = supll X x l - норма оператора в E n d  H ;

“  ”  И<1

R ( v „  A )  = ( A - v , I )-1 .

Здесь Im T X  - образ оператора T X . Непрерывность вложения банахова пространства U  в 

L a (H ) означает, что существует постоянная М 0 > 0 , такая, что ||В| Ia <  M Л  B  - V B  е  U . Пусть 

А : D  ( А )  с  H  ^  H  - нормальный оператор (см., например, [19]) (частный случай нормального

-  самосопряженный оператор), т. е. D  ( А )  = D  ( А  ) ,| |Ax|| = | A x  , x  е  D  ( А ) , спектр которого 

представим в виде:

а  М = U ° > 0  G a  (А ) ’
j i  1

где <Jj , j  > 1, - взаимно непересекающиеся компактные множества, такие, что 

dist (О, cTj) <  dist (О, <т2) < . . . ,  l im  dist (О, <jn) =  00.

Пусть Pj , j  > 1 , - проектор Рисса, построенный по спектральному множеству <Г. ,

A j  = A P j , /  =  1, 2 , . . . ,  A j  G E n d  H ,  |cry. | =  s u p  |^-| • В качестве пространства возм ущ ен ий  U  рас-
Лeô j

сматриваются операторы B : D  ( А )  с  H  ^  H  , допускающие представление

74 Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | i Серия М атем атика. Физика. 2 01 6  № 13 (234 ). Выпуск 43



В  = B 0 A  B 0 е  a 2 (H )

(здесь <х2 ( H ) - идеал операторов Гильберта-Шмидта, действующих в гильбертовом пространстве

H , с нормой Ц • ||2), причем существуют две ненулевые последовательности { a }  , { B y }  , такие, 

что имеет место оценка:

\\РА ^ \ \  ^ c - a r p t, i j  = \  2 , . . . ,

для некоторой постоянной с  > 0 .

Наименьшая из констант, удовлетворяющих этому неравенству, определяет норму в U .

П
Пусть 7г -  некоторое натуральное число, положим A n = |̂ J (Тк, Д л, А )  - проектор Рисса, по-
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А-=1

строенный по спектральному множеству А  и.

Положим Qx = Qln = Р ( А п,А )  = Р1 + Р 2 + .. .  + Рп, 0 2 = 0 2п = / -  0 1п. Трансформаторы 

j „ : U  -  U , Г „ : U  - n  (H ) , n > 1 ,  определяются следующим образом:

J nX  =  01X Q  + Q 2 X Q 2 ,

Г X  = Г 1)X  + Г 2jX ,n n n ?

где

Ч1) V  -

n
C X  = ( pmX iiAP l ) , r f X  =  £ £ Г „  ( P „ X aAP , ) .

m>n+1 k=1 m=1 k>1

На операторных блоках PmX 0PkA  трансформатор Г n определяется как решение уравнения

А Р  Y  — Y  А Р  — Р  Y  РA 1 m1 0mk 1 0mkA 1 k 1 mX  0Pk ’

удовлетворяющее условию

P Y  P  =  Ym 0mk k 0mk >

где k  > n  + 1, m  < n  либо k  < n, m  > n  + 1. Для всех остальных значений m  и к  полагается

г „ ( P A PkA) -  0.

Т е о р е м а  1. Пусть n — натуральное число, такое, что

г М ) = Е  Е
m=1 k>n+1

la, |2 B la 2 + B2a l  la |2| k\ r'k m r m k \ m \

(d ist (a m, a k ) ) 2
< j ,

У 2(n) = max ̂ m a x  j Е  - J .

a k  \ a k P k

j  < n  |^k > n + 1 d i s t  ( a  j  ,  a k  )

причем выполнено условие

j p  I S  di

a k  \ a k B k

d i s t  ( a J , a k )

< j ,

2 m ax {у1 ( n ) , У2 (n )} + У  ( n ) + У2 ( n ) < 1  

Тогда оператор A  — 5  подобен оператору A  — J X  (n) , где X *(n) e U  имеет вид:



X * (n ) = X *  (n ) + X-2 (n )  +  X-1 (n ) + X-2 (n ) , (6)

где X -  ( n ) = Q X * (n ) Q , i, j  = 1, 2 , есть решение системы уравнений 

| X,, = Bj ГX, + Bii, (i = 1, j  = 2) v  (i = 2, j  = 1);

X  =  F  ( X ) , (7)

где оператор F j  : U  j  ^  U  j  задается формулой

F ,j ( X ) = B. Г X  - ( Г X ) B  - ( Г X ) ( j X ) + B , ,

By =  Q jB Q j , i, j  =  1, 2 , - блоки оператора B  e U , являющегося возмущением оператора А , до

пустимое пространство возмущений U  является прямой суммой четырех замкнутых подпро

странств вида

U ,={Q ,X Q j, X  e U }, i, j  = 1,2.

Оператор преобразования подобия имеет вид I  + Г иX  ( n ) .

Т е о р е м а  2. Пусть операторы А  и B  e U  таковы, что /  ( п ) ^  0 , / 2 ( п ) ^  0 при 

n  ^  да. Тогда, начиная с некоторого n0, оператор А  — B  подобен оператору 

А  — J nX *  (n ) 3 n  > n0, где X *  (n ) представим в виде (6), и P  (Д и, A )  — P  ( д и, А  — b )  ^  0 при 

n  ^ д а ,  причем

Д п = ^ ( (  А —J X  (n  ))| P  (Д „ , A )  H  ) с * (  А  — B  ) ,

где P  (Д«, А  — B ) - проектор Рисса, построенный по спектральному множеству Д п операто

ра А  — B.

С л е д с тв и е . Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда
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(I  — P  (д n, А  — B )) x — X  p X
i> n+1

^  0 при n  ^  да

для любого фиксированного x  е  H .

О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

Перейдем к исследованию основных свойств оператора L  : D ( L )  с  L 2 [0 , 2 п ]  ^ L 2 [0, 2 п ]

, задаваемого выражением (1). Методом исследования оператора L  является метод подобных опе

раторов, рассматриваемый в работах [1-16]. Представим его в виде L x  = A x  — B x, где А  порожда

ется дифференциальным выражением А х  = —х  + х,

Z )(^1)  =  | j c g Z 2 [0 , 2 ^ ] :  .X,i e C [ 0 , 2 ; r ] ,  х е Ь 2\0, 1тг\,

-х(О) = .х(2 ;г), -*(0) = i ( 2 ; r ) j ,  (8)



с краевыми условиями (5) и

( £ х )  ( 7 )  =  . х ( 2 л ) а 0 ( V )  — л  ( 2 ^ ) ^  ( 7 ) ,  t  е  [ 0 , 2 л -] ,  л  е  Z ) ( v 4 ) .  ( 8 )

Оператор А  - самосопряженный оператор с дискретным спектром, собственное значение которого 

Л0 = 1 является простым, а остальные собственные значения Лп = n 2 + 1, n  > 1, двукратны; соб

ственные функции оператора А , отвечающие этим собственным значениям, е0 ( t ) = .— -,
4 2 л

е2п_j ( t ) = —^ c o s  n t, е2и ( t ) = —^ s i n  nt, n  e  Ж , где N  - множество натуральных чисел, образуют
4 л  4 л

ортонормированный базис в гильбертовом пространстве L 2 [0 , 2 л ] (см., например, [1]). Положим

= Рп = Р ( \ ( п ) , А ) ,  Pj = P (A ,j , A )  - проектор Рисса, j  =  1, 2 , . . . .

Применяя метод подобных операторов для исследования спектральных свойств оператора 

L x  =  A x  — B x, мы получим следующие результаты.

Т е о р е м а  3. Оператор B : D  (А )  с  L 2 [0, 2 л ] ^  L 2 [0 , 2 л ] , задаваемый соотношением

(8), представим в виде

В  =  Во A , (9)

где B  е  ( L  [0 ,2 л ])  ( <х2 ( L2 [0 ,2 л ])  - идеал операторов Гильберта-Шмидта, действующих в

гильбертовом пространстве L  [ 0 ,2 л ] ), и

IP,B0Pj I < а $ } , /, j  =  0 ,1, 2 , . . . ,  (ю )

где p  - проектор Рисса, построенный по одноточечному множеству  = {  j 2 + 1} ,

( pj x  =  ( ̂  e2j—1) e2j—1 + ( x , e2 j) е2, , j  Ф 0 , (•, •) - скалярное произведение в L 2 [0 ,2  л ] ),
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«о =■

2
+

2

Р о = 1 ;
(11)

JI ■ |2 I |2 I ■ 12 I |2 7

С  +  И ° 1  +  < 1  +  К 1  =
.............................................................  7 + 1

%  = — Г %  ( t )d t ;  %  =  — Г % ( t )d t;
л  о л  о

2л 2л
— Г %  ( t ) sin itdt; аЮ  = —  Г %  ( t ) cos itdt;
л  о л  0

2л 2л
-  J % ( t ) sin itd t; a “ s = —  J % ( t ) cos itdt.a sin = — , - , , -
л  о л  0

Т е о р е м а  4 . Пусть для любых функций %  и % , принадлежащих гильбертову про

странству L  [0 ,2 л ] , для последовательностей величин /  и у 2, определенных формулами

<
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У  ( n  ) =

V 1 / 2

a o 0 t  ( n 2 + 1) + а ^ о  | a 2mP l  (n 2 + 1) + a ^  ( m 2 + 1)

m>1n 2  2  n — m
< j ,

n ) = m ax I
а Л  (n  2 +  1) a „ p „

2n — 1 n S
m>1

a Bm ( m 2 + 1)m \  I

выполнены условия:

limy (и) = 0, lim y (n ) = 0.
П—J  1 1 1—J  2 2

Тогда спектр a  ( A  — 5 ) оператора A  — 5  представим в виде

a ( A - B )  = { J a n,
п> 1

где <т;г, /7 > 1, - не более чем двухточечное множество, а пусть Яп - взвешенное среднее соб

ственных значений аз о  . Тогда имеет место оценка:

К  -  ( п ~ + 1)+

+
( —1)n+1

ln a n
1

m an
2

m  >1 n  — m
— a

( —1)m+ a cos 

m >1 n  — m  ,V m,n

+

f
( —1 )m +1 a c:

,„2 2

W

na?:  S
^  (—1 )” ffla,Sincos v / 1 m

ao n Е  ? ?
m  > 1 n  — m m  >1 n m

V mfn m*n J J

<

<
„ у 2 ( n  ) ‘

2 2 2

С + a ncos0 i + a ;1111i + a ; os1i

где D  ( n ) = ( 1 — y  ( n ) — У2 (n ) ) 2 — 4 У  (n ) У2 (n ) , n  > 1 . 

Также справедлива оценка:

cos nt -

1 Г  2га ^— I J x  ( t ) sin ntdt s
га  V 0 J

sin nt

2 Л 

dt

1/2

< ■ 2У1 (n  )
, n  > 1,

4 d  (n ) + 1 —ЗУ1 ( n ) —У2 ( n ) ’

где P  - проектор Рисса, построенный no спектральному множеству & оператора А  —В.

Здесь a 0j = —

 ̂ 2га  ̂2га

—  [ a  ( t ) cos jtd t;  aCOs = —  [ a  ( t ) cos jtd t;  
га i  га i

2

2



Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И Серия М атем атика. Физика. 2016 . № 13 (234). Выпуск 43  79

2tz"  ̂ 2tz"
— а 0 (/)sin  jtd t;  a f n = —  I (/)sin  jtd t , j  = 1, 2, . . . ,  - коэффициенты Фурье функций 
Л  А 7Г  л

а™  = —  ы0у.

Ж

а. ( t ) и а  ( t) по системе собственных функций оператора A.

Л е м м а . Д ля последовательностей у  и у2, заданных формулами

У1 (п) = Z Z
v

(12)

\ И \ 1 Р К  + р 2 К

1/2

m=0 k>п+1

У2 (п ) = m ax i m a x  j t
1 и | K kp k

И
—И

И  —  И

,sup jt
j>n+1

1 и | K kp k

и —и

< да,

< да, (13)

выполняются условия

limy (п ) = 0, lim y (п) = 0.
го м_я ̂ да я ̂ да

На основе приведенной выше леммы сформулируем утверждение, справедливое для рас

сматриваемого оператора (1).

Т е о р е м а  5. Пусть функции а0, а  е  L  [0,2ж ]. Тогда, начиная с некоторого натураль

ного п , оператор A  — B  подобен оператору A  — J nX * ( п ) ,  п >  п0, где X * ( п ) представим в

виде (6), и (w) , ^ )  — ̂ (^ 1  (и ) , ^)|| ^ 0  при п! ^  да.
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