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Аннотация. Рассмотрена классическая задача линейнш'о сопряжения для бнаналнтиче- 
еких функций на гладком контуре. Получена явная формула решения задачи и описаны необ
ходимые и достаточные условия ее разрешимости.
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Пусть на комплексной плоскости задай ориентируемый гладкий контур Г, состо
ящий из простых контуров Г 1, . . . , Г т , Тогда дополнение к нему D  = С \ Г состоит 
из некоторого числа областей D 0 , D\.. . .  , D m. из которых область D 0 бесконечна и со
держит окрестность бесконечно удаленной точки оо, а остальные области конечны. 
Рассмотрим в этих областях биаиалитическую функцию ф, т.е. функцию ф Е C 2( D ), 
удовлетворяющую уравнению

Хорошо известно 11 ,2|, что она выражается через пару аналитических функций фо,ф\ 
по формуле Гурса

ф^) =  ф0 (г) +  # i O ) , z e D ,  ( 1)

где ф\ =  дф/Oz.
Пусть биапалитическая в I) функция ф вместе с частной производной ф\ =  дф/Oz 

непрерывна в замкнутых областях I) , . так что определены односторонние граничные 
значения ф± и фf  па Г. Тогда можно рассмотреть задачу линейного сопряжения

ф - - С 0ф- =  /0 , ( ! ) + - G l ( g ) -  =  / l , (2)

где коэффициенты Gk и правые части Д. заданы, причем Gk(t) ф 0 дня всех t Е Г.

В дальнейшем предполагается, что функции G*., Д. принадлежат классу Гельдера 
С^(Г), а решение ищется в классе

ф, фг Е C^(Dj)  , 1 <  j  <  т;  ф, фг Е GM(D 0 П {|с| <  В} )  , (3)
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где здесь и ниже ф\ =  дф/Oz и R >  0 выбрано по условию Г С {|с| <  R }. Кроме того, 
дня заданного целого к поведение ф па бесконечности подчинено оценке

I0(c)| +  |c0i(s)| <  C\z\k~l при \z\>R.  (4)

Задачи подобного типа исследовались многими авторами (см..например, |3,4|), как 
правило, в классе функций, ограниченных на бесконечности. Схема ее решения хорошо 
известна |5|. С помощью представления (1) она последовательно сводится к задачам 
аналогичного вида дня аналитических функций. Однако в общем случае произвольных 
функций Go,Gi  явного решения получено не было (см. например, |5|, стр. 318-319). В 
настоящей статье приведем явное решение этой задачи дня любого значения к в оценке 
(4) и опишем точные условия ее разрешимости.

Пусть ае*. =  IndG*., к =  0 ,1 , есть индекс Коши функции G*., т.е. если выбраны
точки Tj Е T j и непрерывные на Г.,- \ Tj ветви argG*., то

L х—
=  ^  [(arg ~  °) “  (arg 

где односторонние предельные значения в точках Tj понимаются но отношению к ориен
тациям на контурах i y  Пусть есть каноническая функция задачи линейного сопря
жения дня аналитических функций, отвечающая коэффициенту Gk. Напомним |6 |, что 
эта функция всюду отлична от нуля, включая предельные значения Х ^,  удовлетворяет 
краевому условию

А'+ =  Gk X i  (6)

и подчинена поведению
lim z ^ X k i z )  =  1 (7)

Z —>оо

иа бесконечности. Хорошо известно |6|, что функция с этими свойствами определя
ется единственным образом, причем Е С^(Г).

Положим

а(,\ i[Gi(t.) +  G0(t.)] i[G\{t) -  G0(t)] B(t )X^(t)
M t )  = ------- 2С Щ ------ ' B(t)  = --------2CMij ' C ( t ) =  A '+(t) ' <8)

и введем сингулярный оператор

(лт.лп\-  I В [  x i(to) fi(t.)dt(Nip)(to) — A(to)fi(to)  H — / , - — —  , t0 E I , (9)
J г A]f(t) t - t 0

Дня целого n обозначим P(n)  класс многочленов p(t)  стенеии degp <  n — 1, полагая
P(n)  =  0 для n <  0. Таким образом, dimP(/?,) =  max(0, ??.). Удобно еще для целого m
ввести иоднростраиство Р(п , т)  всех многочленов р Е Р ( п ), для которых

(q,Cp) =  0 , q Е Р(т)  , (10)

где здесь и ниже дня краткости

(р/ф) =  J (p(t)4 >(t)dt.
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Это подпространство возникает в следующей ситуации.
Л ем м а  1. Пусть функция /  G С'(Г) удовлетворяет условию

if ,p)  =  (я,Ср) , р е Р ( п ) ,  ( 11 )

для некоторого многочлена q G P(m).  Тогда это условие равносильно

( f , p )  =  0, р е Р ( п , т ) .

□  Не ограничивая общности можно считать, что числа т, п положительны. Раз
ложим многочлены р и q но базисным функциям e^(t) =  Г -1 , i =  1 , 2 , . . . ,  в явном
виде

-'З ’
^—V* ^—V'*

р =  1 ^- I**6* ’ q =  l ^ -А—Ji= 1 А—*3 = 1
с некоторыми х i, i/j G С. Тогда (11) можем записать в виде тождества

^ —-\П ^ —-уп —̂-\??г
> , .  1 ^i(/>ei) = >  . > . XiUjfej, Cei)
А— -4=1 z— *г=1 z— '.7=1

но х  G С” , что равносильно разрешимости системы линейных уравнений
% ТП
>  . (е ,, Се*) у, =  ( / ,  ei) , 1 <  г <  п  .
z—':?=i

Очевидно, эта система разрешима тогда и только тогда, когда ее правая часть удовле
творяет условию ортогональности

</,бг)& =  0А—J 1=1

всем решениям £ =  (£ь . . .  , £„) союзной однородной системы

V .  {ej ,Cei ) i i  =  0 , 1 <  j  <  m .А Jl=l

( 12)

(13)

Полагая р =  YliC iei- равенство (12) можем записать в форме ( f ,p)  =  0 дня всех мно
гочленов р G Р(п) ,  удовлетворяющих условию (e j , Cp ) =  0, 1 <  j  <  m,  или, что
равносильно, условию (10). ■

Из доказательства леммы видно, что размерность пространства Р(п,  т)  совпадает 
с числом линейно независимых решений однородной системы (13). Таким образом,

dim Р(п,  т)  =  п — rang С(п,  т) (14)

где матрица С(п,т .) G Стхга определяется элементами CV,- =  (ej ,Cei).  Очевидно, эта 
матрица имеет следующую структуру

С  (/?., т)

(  С1 с2
с2 Сз

с-n \

С-п+ 1 c-k =  I C (t)tk 1dt.

\ Cm Ст-\-1 * * * С"т-\-п— 1 )



Сформулируем основной результат о характере разрешимости рассматриваемой за
дачи (2)-(4).

Т еор ем а  1. В класса (3), (4) задача (2) разрешима тогда и только тогда, когда ее 
правые части / 0, f\ удовлетворяют условиям ортогональности
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с произвольными р0 G Р(эзо +  к) и pi G Р(эзi +  к — 1).
□  Согласно (1) задачу (2) можно свести к эквивалентной системе из нары задач дня 

двух аналитических функций:

где положено f 2 (t) =  f 0(t) — t .^ ( t )  — Go(t)0i(t)]. Эти задачи рассматриваются в классе 
функций (3) с соответствующими оценками

в окрестности бесконечности, вытекающими из (4).
В силу (6), (7) из общих результатов |6 , 101 о задаче линейного сопряжения следует, 

что первая задача дня ф\ разрешима в классе (3), (18i) тогда и только тогда, когда

Пользуясь этой формулой, вычислим функцию / 2, которую можно записать в виде

Согласно (6) и формуле Сохоцкого-Племеля, примененной к интегралу типа Коши в
(20), имеем:

< /ъ  № )  % )  =  0, qi G P ( - 0 3 i  -  к +  1 ),
(15)

(/о -  Nfi ,  (Х£)  lq0), q0 G Р ( - э з 0 -  к, aei + к -  1).

При выполнении этих условий все решения задачи описываются формулой

1 [  \X 0(z) f o ( t ) - ( N f j j t )  zXi(z)  fiit) ~
2ni JT X^(t)  t — z X f { t ) t  — zL

tie»

Ф1 ^101  — / ь  Фо — СоФо — f '2 (17)

|0 1( , ) | < C ' | , | fc- 2 

|<Ш| <C\z\k~l

(I81)

( 18o)

(19)

/2 CO =  fo(t) -  t f l it )  -  t[Gi(t) -  С о Ш г  (t) ■ (21)



Подставляя это выражение в (21), в обозначениях (8), (9) получим
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Как и выше вторая задача в (17) разрешима в классе (3), (18о) тогда и только тогда, 
когда

Рассмотрим подробнее условие (23), которое согласно (8), (18) можно переписать в 
форме тождества

дня некоторого многочлена pi G Р(эеi +  к — 1). На основании леммы 1, где роль /  
играет функция (2X 0h)_1(/o — N f\) и буквы p,q  следует переменить местами, условие
(25) равносильно второму условию ортогональности в (15) и, следовательно, условия 
(19), (25) можно заменить на (15). Поскольку подстановка (20) и (22), (24) в (1) приводит 
к форму не (16), тем самым доказательство теоремы завершено. ■

Из теоремы 1 следует, что число линейно независимых решений однородной задачи 
равно dimP(aeo +  к) +  dimP(aei +  к — 1), а число линейно независимых условий ее 
разрешимости равно d im P (—эз0 — к , aei +  к — 1) +  d im P (—aei — к +  1). Поэтому индекс 
эз задачи дается формулой

эз =  dim Р(03О +  к) +  dim Р(азi +  к — 1) — dim Р (—ае0 — к , aei +  к — 1) — dim Р ( —aei — А: +  1) .  

С учетом (14) отсюда

Конечно, в этом равенстве следует положить s =  0, если одно из чисел —аео — к, aei +  A: — 1 
отрицательно.
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Abstract. The classical problem of linear conjugation problem with smooth contour is under 
consideration for bianalvtie functions. It is obtained the explicit solution formula of this problem 
and it is given necessary and sufficient conditions of its solvability.
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