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Аннотация. В работе рассматривается задача о числе решений уравнения Р\Р2 — ху =  1, 
где р 1 и Р2 простые, а ж и у натуральные числа, при условии, что числа Р1Р2 лежат в 
промежутках [(2т)с, (2т +  1)с), где т € N,c € (1, 2], а простые числа р\ и р2 удовлетворяют 
дополнительным условиям.

Ключевые слова: проблема делителей Титчмарша, бинарная аддитивная задача, полу- 
простые числа, метод тригонометрических сумм, короткие (виноградовскне) промежутки.

1. Введение. Задача о получении асимптотической формулы для числа решений 
уравнения р — 1 =  ху, р 7  п, впервые поставленная в работе 1930 года |1|, но име
ни автора этой статьи, получила название проблемы делителей Титчмарша. В |1| эта 
задача была решена в предположении справедливости расширенной гипотезы Рима- 
на. Безусловное доказательство асимптотической формулы в задаче Титчмарша было 
получено Ю .В. Линником |2| с помощью разработанного им дисперсионного метода.

Заметим, что после появления в 1965 году теоремы Бомбьери-Виноградова (см. |3| 
и |4|) дня решения многих аддитивных задач вместо дисперсионного метода стала 
применяться эта теорема. Например, в работе Д.В. Горяшина |5| с помощью теоремы 
Бомбьери-Виноградова были решены некоторые задачи, являющиеся аналогами про
блемы Титчмарша.

С работы И.М. Виноградова 1940 года |6| началось решение аддитивных арифме
тических задач с простыми числами из «коротких» («виноградовских») промежутков. 
Такое название получили отрезки натурального ряда вида

где т Е N, и с G (1, 2]. (В работе |6| с =  2.)
Задачи с простыми числами из промежутков вида (1) рассматривались, например, 

в работах С.А. Гриценко |7|, |8 |, А. Балога и Дж. Фридлеидера |9|,
Отметим, что в работах |7|- |9| аддитивные задачи являются тернарными, или ре

шаются но схеме тернарной задачи. Однако, бинарные аддитивные задачи с простыми 
числами из промежутков (1), к которым относится и проблема Титчмарша, в настоящее 
время не поддаются решению. Это связано с отсутствием аналогов классической тео
ремы Бомбьери-Виноградова, равных ей но силе, дня простых чисел из промежутков 
вида (1).

Автором были решены некоторые бинарные аддитивные задачи с но.нуиростыми 
числами из «виноградовских» промежутков ( |10|- |13|). В настоящей статье решается
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задача, которую можно считать вариантом проблемы делителей Титчмарша. Доказы
вается теорема о числе решений диофантова уравнения р\р% ~  ХУ =  li которая была 
сформулирована в работе 11 1 1,

Теорема. Пусть п 7  0 > 0. а 7  2 натуральные числа, Q =  ехр(л/1п п ),
Ai =  [h n Q -1], Д2 =  [ l ,Q 1/a] и

Pi&Ai рз&Ап , х,у 
р т р £ -ху= 1

G i ( n ) = Y ,  Y ,  Y , 1
Pi&Ax рч& М  , х ,у  

Р 1 Р п - х у = 1 ,
{U 'P iP i )1/c}< h

Тогда справедливо равенство:

G 1(n) =  i G ( n ) ( l  +  0 ( Q - ’') ) ,  (2)

где

G (/г) =  Cô i ( ^ ) 7r( (5 1/a) 1п /г ( Х +
11 п

Р 2( )̂
1] >  0 — абсолютная постоянная, с о =  /

„=1

2. Обозначения и вспомогательные утверждения. Будем использовать следу
ющие обозначения:

c , c i , c 2, ■ ■ ■ — положительные постоянные, в различных формулах, вообще говоря, 
различные;

a — произвольное натуральное число, а ^  2 ; р, р\,р2 — простые числа;
X

(™) =  — биномиальный коэффициент; Lix =  J
2

т(п) — число различных натуральных делителей числа п;
(р(п.) — функция Эйлера (число натуральных чисел, неиревосходящих п и взаимно 

простых с /г);
р(/г) — функция Мебиуса, которая равна единице при п =  1, равна нулю, если р2\п 

и равна (—1)к , если п равно произведению к различных простых сомножителей;
(a,b) — наибольший общий делитель чисел а и Ъ\ [a,b] — наименьшее общее кратное 

чисел а и Ъ\
— дробная часть числа х ;

f i x )
запись f ( x )  ~  д(х)  означает, что lim ——— =  1 .

х->оо дух)
В процессе доказательства мы будем использовать вспомогательные теоремы.
Лемма 1. 114, с. 50| При N  >  2 и целом положительном I для т(т)

(т(т))1 <  iV(ln N ) 21-1 .
О <m^N
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Лемма 2 .  115, с. 201 (теорема Брупа-Титчмарша) Для натуральных чисел а и к, 
удовлетворяющих условиям (а, к) =  1 и к ^  х  выполняется:

тг(х, а, к) =  1 <

р^х, р =a  mod к

(2 +  i])x 
ip (к) Ы(‘2х/к)

где 1] >  0 и х  >  xo(i])-
X

Лемма 3. 116, с. 476| (теорема Бомбьери-Виноградова) Пусть L irr  =  / ^  и ири
2

а ^  к , (а, к) =  1

-(х, а, к) =  Y  L7Г

V ^  Х У 
р =amod/c

Тогда для всякого /1 >  0 найдется такое В , что

> max
—/ (l,k) = 1

7г(;Г, / ,  к) —
Li х
<р(к)

О
х

In"4 X

Лемма 4. |3, с. 851 Пусть Х1, . . . ,  А„ — целые числа,

J  = JkAP))
-1 г 1

/о .7 О £ ■
х < Р

2wi(aix-\ hQ'ij.'i’11)
2 fc

da' i . . .  dar

-  среднее значение модуля тригонометрической суммы u J*.,„ (A i, . . . ,  Л„) — число ре
шений системы уравнений

Х\ +  ■ ■ ■ +  Хк — Хк+1 — ■ ■ ■ — Х-2к =  A i ,

I I _ _ 'П __ л
Х 1 “Г * * * “Г х к х к-\-1 * * * х 2к ~  Лп э

1 ^ X 1 , . .  . , Х 2к ^  Р- 

Тогда справедливы следующие соотношения:

&) Jk,n {^  1) • • • ) Ал)

Л //о Jo Е-
х^Р

2 жг(а1Х-\----- hQ'n.'i’11)
2fc

e-27ri(a1A1+...+a„An)da ieeed^

b) Jkyni^I? * * *  ̂^n) ^  «̂ fc,n(0) * * * ? 0) Jk9n(P) J ■

c) J ]  •//,„■: A ,.........A„) I >2/' :
Ai,...,An

d) | Ai | <  fcP, . . . ,  |A„| <  k P n ;
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с) J =  Jk,n(p ) >  (2fc)-raP 2fc-  з ■

Лемма 5. ( |3|, с. 94) Пусть

а =  -  +  ~2 , {a,q) =  1 , 1, \в\ ^  1.
q q2

Тогда ири любом /3, [/ > 0 , Р  ^  1 выполняется

E m m  ( к s  6 ( i  +  0 (с/ +  g l n q ) •

3. Доказательство теоремы. Доказательство разобьем иа несколько этапов.
1 . Сначала получим асимптотическую формулу для G(n).

Так как Q =  ехр(\/1п?г), то

A 1 =  [ l ,nQ~1], A 2 =  [ l , Q 1/a].

Преобразуем

Pi&Ai Р2&А2,
Р1Р2-*2/=1

Ограничим промежуток изменения переменной # положив

G(n) =  2G'(n) -  G"{n)  , (3)

G'<«) = E E E 1
plSAi P2&A2 , xiiy/n

PlP2~ХУ— 1

И

G"<") = E E E 1 •
p lS A l P2 &A2 , xsiy/n,

p i p $ - x y = l

Сначала оцепим сумму G"(n.), представив ее в виде суммы двух слагаемых:

С " (» )  =  С” (» )  +  G ' »  , (4)

и

g'»  = Е Е Е 1
P i€ j4 i , X^y/nQ  1 ,

Р1Р2а-жу=1

с>) = Е Е Е 1 ■
Pi€^i Р2̂ А2 , л/nQ 1

Р1Р2а-жу=1 у<^/п
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Заметим, что
G'l(n) <  ^  т(т -  l ) i i (m ) ,

m^nQ~ 1+1 

t i ( m ) =  1 -
Р1Р2 =т,

Р1 &А-! ,
Р2&Л2

Очевидно, что t\(m) =  1, если т  =  р “+1 и.:ш ?в =  р\р2 и t\(m) =  0 во всех других 
случаях. Следовательно,

G"(n)< Y l  т(т-1 ) .
m<nQ—1+1

Применяя лемму 1, получим:

G"(n) С  ln  /г .

Оценим G2 (/г). Так как в случае, когда р2 \ х, уравнение р\р2 — ху =  1 ие имеет 
решений, то

G » =  Е  Е  Е  !  =
y / n Q ~ 1 < x ^ y / n  Р2&А-2 , P i & A i ,

(P2,*)=l pi=p2m°d.i'

Tr(nQ \ p 2 ,x )
у/n P Q  1< х ^ л/п P 2 &A 2 ,

(p2,.i,) =  l

где pi — решение сравнения p%t =  1 m od#.
Применяя теорему Бруиа-Титчмарша, получаем:

G'/(n) <  V  — V  (2 +  v h Q - 1  ^

2 ¥ (х ) л I11 тгy/nQ 1 < Х ^ :у/п Р2^.Л.2 Q x

Tl v "Л v "Л 1

^  Q ln n  4-^ <р(х)
Р 2 &Л2  y/nQ <x<y/n

Дня оценки внутренней суммы используем формулу, доказательство которой можно 
найти в 118, с. 711:

Е  Ь 1 п Л ' + 7 + 0 Ш  ■
1< »г< Х  v 7

где 7  — постоянная Эйлера. С помощью этой оценки и формулы дня вычисления зна
чений функции Эйлера <р(х) получаем:

1 00 2 / \
Е  — =  C t o l n A T  +  O t l ) ,  е „  =  Е  " <6 >m m ) гт г)т^Х Г К ' г= 1 г к '



Подставляя оценки дня G'((n.) и в (4), получим:

с »  «  j  ^ ( e 1/ " ) 1̂ .
Q In п

Теперь оценим сумму G'(n.), представив ее в виде суммы двух слагаемых:

G,(n) =  G'1(n) +  G'2 (n ), (6)

P iS /l i  pn&An, x s i ^ n Q - 1
Р1Р2 ~ХУ= 1

ед = E E E 1 •
p i& A i P2 &A2 , y/ n Q ^ K x^ y/ n

p i p g - x y = l

Заметим, что сумма G'2 (n) оценивается так же, как и G'^n). Поэтому

Рассмотрим сумму G'^n) и получим дня нее асимптотическую формулу. Имеем:

G i(n) =  ^(nQ ~1 ,p l ,x )  =
x ^ y /n Q ^ 1 Р2 &А2 ,

(р2, .т) = 1

- К | ) Е  Е  ^ + ° ( £
Р2 &А2 x^y/nQ  , Р2 &А2 x^y/nQ  ,

(Р2, ж) =  1 (х, Р2) =  1

где р *2 — решение сравнения p%t =  1 (mod х).
Отсюда, в силу теоремы Бомбьери-Виноградова, получим

« ' . < » )  =  Ч § ) £  Е  ^  +
Р2&А2 x̂ y/nQ 1 ,

(р2, .т)=1

Рассмотрим внутреннюю сумму

1
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Используя (5), получаем

Е , <р(х)x î/nQ ,
(Р2, ж) =  1
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Имеем

У  — =  Y  —  -  У  1
<-7^-1 < г п -1   ̂ -1 v fa p * )xî y'nQ xî y'nQ 1 .tisC ̂ /nQ~1p2
{P2, .т)=1

Так как <p(ab) 7  <p(a)<p(b), то, применяя оценку (5), получим:

Ч Л 1 ^ 1  Ч Л 1 /  111 ??.
_! ^(^1р2) ^ р2 -  1 ^(^l) '  р2

Из (5) следует, что

Е - T ^  =  coln(v/^Q “ 1) +  O ( l ) ,
Ifi(x)

x ^ i / n Q  1

где

Поэтому

c° ~ h  ч ш

E  4 т  =  ^ 1 п < ^ 1 )  +  ° ( — )tp(x) V p2 /х̂ л/nQ 1,
(P2, ж)=1

Просуммируем обе части полученного равенства но р 2 G Дг- Получим:

=  с0 \n.(y/n.Q~1)ir(Q1/a) +  О (In??, In In Q ) .
pn&An x î/nQ ,

(P2, .i,) = l

Поэтому

G [(n) =  c t .L i(| )  ir(Q1/“ ) I n (v ^ o -1 ) ( l  +  o ( ^ | )

Подставляя оценки дня G^??,) и G^??) в (6), получим:

'In Q
G 4 ») =  f u ( § ) * ( № , , ( 1 +  0 ( ^ ) ) .  (8)

2. Рассмотрим сумму

G i ( n ) = y ^  y ,  Y , 1
p i & A i  Р 2 &Л2  , x , y

Р 1 Р 2  x y = l ,
{ \ ( p i p Z ) 1/c} < \

Считаем далее, что ??. ^  щ  >  0, где ??о — достаточно большое число. 
Введем функцию

1 , если 0 <  х  <  1/2

0 , если 1/2  <  х  <  1
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и продолжим ее периодически иа всю числовую прямую.
Воспользуемся леммой о «стаканчиках» И.М. Виноградова ( |19|, с. 23) и выберем 

параметры г, Д , су, /3 двумя способами.
Сначала определим эти параметры так:

г =  [In п], А  =  , а =  А , /3 =  ^ — А  .
In п 2

Обозначим через ,\i(;r) функцию, существование которой следует из леммы о «стакан
чиках». Затем, при тех же г и А , положим а  =  —А, /5 =  | +  А, а соответствующую 
функцию обозначим как Х’гО )̂-

Тогда из леммы о «стаканчиках» следует, что X'i0*0 ^  Х’О̂ ) ^  , и, следовательно

G n(n ) ^  G\(n.) ^  G 12(11)  , (9)

G u ( n ) = Y l  (pip2)1/c)  , * =  1,2.
P l & A i  рп&Ап xs iy/n ,

p i p $ - x y = l

Заметим, что если будут получены асимптотические формулы дня С ц (и ) и G 12(11)
с совпадающими главными и остаточными членами, то из неравенства (9) следует, что
такая же формула будет верна и дня G i(n).

3. Займемся подготовкой к выводу асимптотической формулы дня G n (11). 
Раскладывая функцию дд ^ ( p i p f ) 1̂ )  в РЯА Фурье, получим

G n(ii) =  (1 /2  — 2A )G (n) +  Ri(n) +  R.2(n) , (Ю)

R l ( n ) =  Y  \9m\\Vm(n)\,
0<|т|^Д- 1 lnra

R-2 {ll) ^  ] \9m 11 ill) I i
|m|> A - 1 In n

_  ^gK im ip-Lpg )1/0

где

Vm(n) h (p lp 2 -  1)
P1&A1 P2&A2 ,

р т р £ -ху= 1

h (k ) =  Y  1 >
x y = k , 

x̂ /̂nQ- 1

gm — коэффициент Фурье с номером т  для функции дд. 
Оценим R 2 (ii). Из леммы о «стаканчиках» следует, что



Кроме того,
IКг0)1 ^  G i ( n ) ^  п .

Поэтому
R 2(n) =  о ( п  m "r_1)  =  0 (1) .  (11)
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Оценим Ri(n). Имеем

|га|>Д 1 In гг

|л.<п)| <  Е  -| Ц | ^ .с « ), тт\т\0<|ш|<А 1 In гг
И

\Vm(n)\^  £  | Y  ^(П 1Р2 ~  1)е^т(П1рз)1/с
ni^n/Q Р2&А2

где ??i пробегает множество натуральных чисел.
Применяя неравенство Коши |3, с. 87|, получим

\Vm(n)\2 ^ n / Q  5 ]  | 5 ]  ь2{щ р а2 -  1)е— (̂ 2“)1A
ni^n/Q Р2&Л2

П  х  Л х  л х  л ■ ' '■ ■ ' ' г!  \ а —  ^ \ e win^ p / C- { p 2 ) a', c )n i^Cо  Y1 Y1 ^ ( n ip2 -  1 Ш п 1 (р/2) а -  i)t
Р2&А2 р'2€А2 ni^n/Q

71
=  q ( H ( » )  +  V-1( » ) ) .  ( 12)

где сумма Vo(п) соответствует слагаемым, в которых р2 =  р2, а в сумме Vi(n) р2 ф р'2.
Оценим Vo(п). Заметим, что из мультипликативности функции т(п) и формулы дня 

вычисления ее значений следует, что r(ab) ^  т(а)т(Ь). Кроме того воспользуемся лем
мой 1. В результате, получим

VQ(n) <  ^  ^  T2(nip2 -  1) ^
Р2 &А2 ni<n/Q

^  (а +  l ) 2Q 1/° 1-2 Ы  ^  nQ l/a~l In3 п . (13)
n\^nQ~1

Перейдем к оценке V\ (/?.). Заметим, что

Vi(n) <  *2(n i(p2) ° -  l ) i 2(ni(^2) ° -  i ) e2̂ (m/2)(P2/c—(̂ 2)^)™ ^ <;
P2 &A2 P2 &A2 , nii^nQ^1 

Р2 ФР2

« Е Е  m • <14)
P2 &A2 p'2&A2
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/ ( « )  =  s(m) (15)
iriX̂ /raQ-1 .T2$\/raQ_1

И
2wi{m/2){p2/c- { p /2)a/c )n {/c

ni^nQ  1 , 
nip2 = l  modiri , 

ni(P2) a =  lnioda?2

Будем считать, без ограничения общности, что (p2 ,Xi) =  1 и (р2 , х 2) =  1- так как 13 
иротишюм случае сумма будет пустой, то есть равной нулю.

Пусть p2q2 =  lm o d # i и p'2(i2 =  lm o d # 2- Решим систему сравнений:

х  =  q^mod#! , 

х  =  (52)an iod#2 •

Она разрешима тогда и только тогда, когда (# ь # 2)|(Q2 ~  (я2) а) в случае разре
шимости, ее решение имеет вид:

х  =  z2 +  m.D ,

где D  =  (см- |3, с. 65, 1451).
Таким образом,

s(m ) =  e2mx[i+l)h , (16)
?+isSIJQ

где

( p f  -  ( r i r /c ) . e = | .

Очевидно, что 0 <  £ <  1.
Чтобы вывести асимптотическую формулу дня С ц , требуется оценить s(?n).

4. Займемся оценкой тригонометрической суммы s(?n) из (16).
Представим эту сумму в следующем виде:

s(m ) =  Si(m) +  s2(m) ,

s i ( m) =  e2mx{i+l)1/\  s2 ( m ) =  J ]  ^ ( s + z ) 1̂  _
r<«+^75b «+^1DQl^^T'^DQ ?T‘̂ DQl,5

Очевидно, что
i / \ i x—Л ^E 1 - jxjijs

£+/<
D Q 1,5

Поэтому
я (m ) =  я 1 (m ) -\- Cl I

^ Q 1’5
s(m) =  si(m ) +  0 [  — ) . (17)
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Разобьем сумму s\(m) па О (In п) сумм вида:

s i(M ) =  Y  e2̂ ( ?+/)i/^
M<£+/sCMi

j i j i
—  < М < М 1 в 2М , Л «  — .

Заметим, что, так как х\ ^  \/ri,Q~l и х 2 ^  y/ri,Q~l , то

D =  [# ь # 2] ^  x ix 2 ^  nQ~2 ,

ПОЭТОМУ
м  >  т £ п , >  <?”•'

и, следовательно, сумма S\(M) содержит «сравнительно много» слагаемых.
Будем оценивать s\(M ), считая, что

п  < м <  п
D Q 1'5 "  D Q  ' 

Сначала рассмотрим случай, когда

,0,011 С I) С у?0'99 О ,\/ >п
-  Q 1'5 ■

Если
|х|М1//с 1

М  10 ’
то, применяя лемму о приближении суммы интегралом |3, с. 191, получим

nMi
s i(M ) =  /  e2nî +l)1/cdl =  0 (1 ) =  0 { M l~l/c) .

Jm

В дальнейшем считаем, что \x\Ml/c / М  >  1/10 и применим дня оценки суммы si 
метод ван дер Корнута |20, с. 85-94|.

Определим натуральное число к из условия:

1  ̂ и  м 1/с ^  1

М 1 <  М к -  М  ■

Если к =  2. то
х\Мс 1

,\/2 М
Оценивая s\(M ) но второй ироизводиой, получаем, что при к =  2

s i(M ) =  0 (> /М ) .



Рассмотрим случай к ^  3 и оцепим s\(M ) по производной порядка к |3, с. 66-ТО|. 
Имеем

si(M ) <  М 1~& ,

где 6 =  6 (к) >  0. Случай D <  п0,99 полностью рассмотрен.
Пусть теперь
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d  >  п0'99, >  —  .
м  ю

Оценку S\(M) будем вести но схеме оценки дзетовой суммы, принадлежащей И.М. Ви
ноградову |3, с. 66-701. Пусть а =  [М 5/ 11]. Тогда

\si(M)\ <  \  Y  | W (т) | +  2а2 ,

a a.
3 2 7 г  i x ^ + m + u v ) 1 / с

\х\М1/с 1

W (m ) =
U =  1 V =  1

Применим форму ну Тейлора:

(£ +  ш  +  u v)^ c =

= Е  (̂ /С) К + + h  (г1|С1) К + , |02| < 1 •
Таким образом,

е 2ж г^+т +иг,)У с = g2m F{uv) + 27rtf3|x|(£ + m)1/cf - ^ - V +1 , |03| ^ 1 ,
+  т /

где

з=о
Введем обозначения:

F{uv) =  ^  ^  j (uvy

sgn(x) Т
—

■ОК +  га,) ’

Тогда
2

W(m) =  W i  +  2тг04т ( ^ у а 2М ~ 1 / п  , |6»4| ^ 1

и/1 = Е Е
а а

2п iF(uv)е
и= 1 г?= 1

а а

ЕЕ
и=  1 г?= 1

2̂7гг(а1П,г;Н-а2'̂ 2̂ 2Н H2r'ur'ur)
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Выберем натуральное число г из условия

11 In Т
г — 1 <  —--------^  г

In М

и заметим, что, так как D >  0,99, то \я\ ^  Поэтому из неравенства M D  ^  nQ
заключаем, что М  <  /г0,01. Следовательно,

In 1 ,„0 ,9 9 /с
1пТ 1119 /г 99 97
 >  —   >  1 >  —
In М  In /г0’01 с 2

и указанный выбор г возможен.
Следуя схеме Виноградова, получим:

3=1

где Jk,r{0, ...,0) определяется в условии леммы 4 и

Oj =  Y  min ( 2An
\H\<Aj Н а д  11

Aj =  ка3 .

При
41nT ^  ^  81nT
In М  ' J ' In M

оценим aj но лемме 5, а при остальных j ,  тривиально, — величиной (2A j)2. 
Итак, пусть

41nT ^  ^  81n Т
In М  ' J ' In М  ’

В силу леммы 5, имеем

° j  ̂6 + Х) ̂2Aj + Qj 1П Qĵ ̂
«  6 < 2 ^  +  ^  +  ф Ы

где
_  ,х 3^  +  т )\  

ij i rĵ  J *

Оцепим сверху сумму
I 1 , Qj



Из определений A j ,  qj и выбора j  следует, что

A j  ^  а 3 ^  ( - М 5/ 11 V  ^  - M n w  =  1 Т 2 о /и  
\ 2  ) 2Г 2Г

66 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ ЩШ Серия: Математика. Физика. 2015. №5(202). Вып. 38

M j М ' г и
Т

А 2 ^  а2Т
S  <  .гг8'Т - 3/ ”  .

Оценим сверху x f

Xi
1/ с
j

- i

с - 1  (2 — 1/с)(3  — 1/с) ■ ( j - 1/ с - 1 ) ^ - 4с — 1 с — 1

Итак, при
4 In Т 8 In Т
In М In М

1 I 1 I Чз ^  f  J _  _|_ 2гт1- 20/ 11 _|_ 1 16ГТ _3/ И^ ^  ^  j , - з/11 ^
( с - 1) с — 1

Оцепим ln^j при этих же значениях j :

In qj =  In
Xj(C +  m ) j  <  b  f  c

T
M j \

4r • 2r  U l n ,
с -  1 T J  V c -  1

16r 16r
T 1) ^  7  Inn.

с — 1

В итоге получаем, что при

4 In Т 8 In Т
In М In М

42
(1000)гТ - 3/ 111п/г(2 4 ) 5

Следовательно,

(42)г(1000)

3 =  1
^ р - 0 п » Г Т - « - « г П ( 2^ ) > .V )  j = i

Окончательно получаем

Т Т  ^  (168Лт ) Г v r „ _ 1 2  .ь т  ,г2+ ,г 
1 аз ^  7------т\^(1п п)  Т  11 1пМа

3 =  1
( с - 1 )



Выберем натуральное число т из условия er_1 <  10000г ^ ет и применим теорему о 
среднем И.М. Виноградова ( |3|, с. 89), положив в ней к =  гт:

Jfc,r(0 ,. . . ,  0) ^  (г т )6- ( 2г)4гт(г+1)а2А' - г(г+1)/2 ( Х “  ( Х “  “ )  )  •
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Заметим, что

( l  -  - V  <  е~т/г <  — —  ,
V г )  10000

так как т / r  ^  In 10000. Поэтому

а (гЧг)/2  ^  <  а гУ  10000 _

Кроме того.
11 In Т  22 Ь Т

г  <  1 Н----------------- <    .
In М  In М

Значит,
а г2/Ю 000 <  д^-5/ U . ^ . J ^ X  <  T ln T /4 0 1 n M  _

Отсюда получаем:

^  /, ' - Л (2 r ) 8fc(r+1) p 68fc^  ( b n ) r 10000r2T " lnT/ ln M a 8fc2 
vc —

и, следовательно,

\Wi\ ^  '' Г ц ип2 ^  Cla2( b n ) r/4fc2T - lnT/4fc.

Заметим, что

>  4(г2 Ь10000 ) 2 >  484 ю о о о )  >

поэтому

|Wil < < * Л ^  т 4 ^ (1  П "')'7" 3 • (7 > 0) .In 1

Далее, учитывая, что М  >  Q(ln /?,)_c, имеем

М  >  е ^ г/2 , In3 М  >  ^ ч / ь 3^ . 

Поэтому окончательно получаем, что

|Wi| ^  c2a2e~7lVI™ , с2 >  0 , 7l >  0 .

Следовательно,
Si(M ) «
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и
n ln n

si(m ) <  —Q fy e  7 •

Используя полученные оценки, из (17) имеем:

s(m ) <С nQ~lе~1уГ̂ гD ~l In п +  nQ~l'bD ~l

^ n Q - ' e ^ ^ ^ D - 1, (18)

где D  =  [;г ;г2].

5. Продолжим вывод асимптотической формулы дня Сц('/г). Из форму:: (10) и (11) 
(см. п. 3) следует, что

G n(n ) =  ( I  -  2 A ) G 1(n) +  0 [  V  | Vm(n)
\ 2  /  \ , 7г|?в|

. 0<|т|<Д-1  Inп

где А  =  (In2 '/?,) 1.
Из (12) и (13) получаем

vm(n) |2̂  ~^у Лп) +  o ( i i 2Q 1/a 2 In3??,) .
Q

Поэтому, дня получения асимптотической формулы нужна оценка V\ (??,), 
Из (14) имеем

Vi(n) <  Y  f ( n) ’
Р2 &А2 р'2&А2

f ( n) =  s (m ) -
.TlsĈ raQ̂ 1 .TTsĈ /raQ-1

Подставив в эту формулу оценку (18), получим:

/(??,) <  n Q - ' e - i ^  D~\
.Tisi y / n Q -1 x 2siy/nQ-1

Оценим сумму в этом неравенстве:

у ^  у ^  j j -  1 _  у ^  у ^  (^1^ 2) _

x\S.yfnQ 1 Х2 ̂ л/nQ 1 x i  i :^ n Q  1 х  2 ^ ,̂ nQ  1

= Е Е ^  Е
X i ^ y / n Q - 1 Х 2  ^ л / n Q - 1 d \ ( Х 1 ,Х 2 )

< Е f (  Е х-)а«м-п.



Поэтому
/(/г) <С nQ~2 In3 п .

Отсюда и из (14) следует, что

|Vi(n)| < n 2Q 1/o_3ln3n. (19)

Используя оценки (13) и (19), из (12) получим:

\Vm(n)\2 <  n2Q -2+h - x̂  +  n 2Q " 2+ - In 3 n <

то есть
\Vm{n )\<  n Q - ^ e - s ^  .
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Поэтому
|i?i(?г)| <  n Q - ' + h - l ^ l n 2 n . (20)

Из (11), (20) и (10) следует, что дня Сц('/г) нолучехха асимптотическая формула:

G 11(n) =  ^ G (n )(l +  0 ( Q - r>), q >  0 .

Дня G \2 (/г) аналогичными рассуждениями выводится асимптотическая формула с 
такими же главным членом и остатком. Поэтому, из (9) следует, что дня G\(n) верна 
асимнтоти ческая форму на:

G1(n) = iG(n)(l + 0(Q-' ' ) ,  ч>0,

то есть теорема доказана. ■
4. З аклю чен и е. Рассмотренная в статье аддитивная бинарная задача является ана

логом проблемы Тичмарша, Подобная задача была решена в работе |10| дня уравнения 
pip2 — 1 =  ху  при а >  2. Особенность задачи, решение которой представлено в данной 
работе, заключается в том, что, при а >  2 последовательность р\р% является более ред
кой, чем последовательность р\р2 (при больших а она «близка» к последовательности 
простых чисел).
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ABOUT A VARIANT OF TITCHM ARSH’S DIVISOR PROBLEM  
W ITH  SEMISIMPLE NUMBERS OF A SPECIAL TYPE
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Pobeda St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: zinchenko@bsu.edu.ru

Abstract. The problem of solution number of the equation — xy =  1 where p\ и p2 are 
primes and x and у are natural, a, ^ 2 is under consideration. The problem is solved at the condition 
that numbers pip% are displayed in [(2m)c, (2m +  l ) c) where m € N ,c € (1,2] and primes pi, p2 
satisfy some additional conditions.

Keywords: Titchmarsh’s divisor problem, binary additive problem, semisimple number, method 
of trigonometric sums, short Vinogradov intervals.
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