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Аннотация. В работе решается вариант задачи Хуа Ло-кена с простыми числами р, таки
ми, что a, < {fjp2} < Ъ, где а и b произвольные числа из интервала [0, 1], г] квадратичная 
иррациональность.
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1. В ведени е. В 1938 г. Хуа Ло-Кеи доказал |1|, что достаточно большое натуральное 
N, N  =  5 (mod 24), представимо суммой квадратов пяти простых чисел:

р\ + р 1 + р 1 +  р\ + р 1 =  N .  (1)

Задача Хуа Л о - К е н а  состоит в оценке числа / 5,2 (N)  таких представлений. Хуа показал 
|2|, что

h m  =  +  0 ( N3/2l° f ° S N )  ,
, V ' 3 log N  V ' V log N  J

где

i N )  =  2 4 Д (1
5p2 +  1 0 ( ^ ) p + l  

a (iV) =  ^ n ^ -------------------L j --------|x
p\N U '
p >  3

/ 5p2 +  1 0 M ) p + l  /iV \P 2 +  Ю (^ )р  +  5ч 1

" П 1 *  f p _  + p  7  • -
p\N 
p >  3

(p — l ) 5 \ p J  (p — l ) 5 /  4

при N  =  5 (mod 24) и cr(N) =  0 в противном случае.
В настоящей работе мы рассматриваем задачу Хуа Ло-Кена с простыми числами 

специального вида. Пусть ?/ — квадратичная иррациональность, а и Ъ — произвольные 
фиксированные действительные числа, 0 <  а <  Ъ <  1 . Пусть </5,2(-/V) число решений
уравнения (1) с простыми числами pi, а <  {i]pj} <  Ъ, г =  1,2, 3,4, 5. Полученный нами 
результат представлен в следующей теореме.

Т еорем а. Для достаточно большого натурального N, N  =  5mod24, справедлива 
формула

■ Ы Ю  =  I5,2(N ) s(N, a, b) +  0 ( ^ 3/ 2- 0.00002) ^
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где

i(N,a,b) =  Y  е
|т| <оо

2TTim(i]N-2,5(a+b)) sill5 7Г)п(Ь а)
тг5т 5

2. В сп ом ога тел ьн ы е утвер ж д ен и я .

Л ем м а  1 ( |2|, с. 22). Пусть г — натуральное число, а и /3 — вещественные числа, 
0 <  А  <  1/4, А  <  /3 —a <  1 —А. Тогда существует периодическая с периодом  1 функция 
ф(гг), удовлетворяющая условиям:

1. ф(х) =  1 в промежутке Q- +  A /2  <  х  <  /3 — А /2 ,

2. 0 <  ф(х) <  1 в промежутках a — А /2  <  х  <  a  +  А /2  и /3 — А /2  <  х  <  /3 +  А /2 ,

3. ф(х) =  0 в промежутке /3 +  А/2 <  х  <  1 +  Q' — А / 2,

4. ф(х) разлагается в ряд Фурье вида

ф(х) =  /3 — a +  c(m )e2”  ,
0<|m|<oo

где

c(m) | <  min /̂5 — a,
7Г|m.| ’ 7Г|m.| \7г|?в|А

Л ем м а 2 ( |3|, с. 158). Пусть т >  1, a — вещественное число. Тогда существуют 
целые взаимно простые числа а и q, 1 <  q <  т, такие, что

a
a -----

Q

1< —  
qr

Л ем м а 3 ( |4|, с. 264). Для любого действительного алгебраического числа а сте
пени п можно подобрать положительное с, зависящее только от а, такое, что для всех 
рациональных чисел a/b (a/b ф а') будет иметь место неравенство

>  — .-  Ьп

Л ем м а 4 ( |3|, с. 29). Пусть f ( x )  — комилекснознанная непрерывно дифференциру
емая на [a,b] функция, с.п — произвольные комплексные числа,

С(х) =  ^  Сп
С Ь < П < Х
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НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Щ Д  Серия: Математика. Физика. 2015. №5(202). Вып. 38 25

Y  с™/('/?) =  ~ C(x)f ' (x)dx  +  С (b) /(&)
a<n<b

Л ем м а  5 ( |5|, с. 62). Пусть 1 <  U <  N, где N  — натуральное число. Тогда для  
любой комилексиозиачиой функции /  (гг) справедливо тождество

А  ( /г)/(??.) =  W 1 - W 2 - W 3 ,
U < n < N

где
W \  =  p,(d) £  (log l ) f ( l d ) ,

d<U K N d . -1

W 2 =  J 2  f*(d) A / М Г) ’
d<U n<U r < N  (dn)^1

w , =  A (n ) f (n m ) .
UKm KNU^1 d\m UKnKNm ^1

d<U

Л ем м а  6 ( |3|, c. 94). При Г >  I имеет место оценка

| Y , e 2max\ <  min(P; 0 ,5 1 м г 1).
X < P

Л ем м а  7 ( |3|, с. 94). Пусть

a =  -  +  4  , (a,q) =  1 , q >  1 , \6\ <  1 . 
q qz

Тогда при любом /3, U >  0, P  >  1 имеем

p

y^m in([7, ||o!̂  +  /3||_1) <  6(Pq~l +  1){U +  q l o g q ) .
X =  1

3. Д ок а за тел ь ств о  теор ем ы . 1. Определим характеристическую функцию интер
вала (а, 6):

, , s   Г 1 , если a <  х  <  Ь,
I 0 , если 0 <  # <  а или b <  х  <  1 ,

продолжим ее с периодом 1 иа всю числовую ось. Тогда

Л,2(Л0 =  Г (  5 ]  М п Р 2У 2тхр2) 5e - 2mxNdx.
0 P<Viv
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В лемме 1 положим г =  [logiV], А  =  iV-0,01. Обозначим через ф\ функцию ф из
леммы при а  =  а +  А / 2 , /3 =  6 — А /2  и через ф2 при а  =  а — А / 2, /3 =  Ь +  Д /2 ,
Соответственно а  и /3 для функции фх обозначим через а\ и j3\, дня функции ф2 - 
через си2 и /32. Справедливо неравенство

Ji(N) <  J5:2(N ) <  J2(N),  (2)

М Ю =  [  (  5 ]  фк(чр2)е2™ р2) 5е - 2™ М(Ь, к = 1 , 2. (3)
0 p<Vn

Да.ice покажем, что главные члены приближенных форму:: дня Ji(N)  и J2(N ) сов
падают.

Разложим фк(]]р2) в РЯД Фурье

Фк(чР2) =  ck(m )e2wimrtp2.
\т\<оо

Оценим сумму при \т\ >  г А -1 , пользуясь неравенствами из леммы 1 о «стаканчиках» 
Виноградова:

5 ]  « Н е 2™ ' 3 «  J ]  - T i ( - r r x Y, 7Г\т\ V7Г 1П А /  7Г
\т\>гА 1 |т|>гД 1

Имеем
Ы ПР2) =  Y .  с.к(т )е2тт̂ 2 +

|т|<гД-1

Полученное разложение дня фк^ТР2) подставим в (3). Введем обозначение

2жгхр2

p < V n

Пользуясь неравенством между средним арифметическим и средним геометрическим, 
получим

/  \S(x +  mi')i)\\S(x +  m2')i)\\S(x +  ?пз?/)||я5(̂  +  m,iij)\dx <7

С J |5(;г)|4с£г С ^ 1 С у/N ^ 1
Pl,P2,P3,P4<y/N , l<y/N ,

p I + p I = p I + p I р \ + р 1=1

С  л/iV ^  1 С  л/iV ^  т(/) С  iV logiV .

Z<-/N, z<-//v
,T2+y2=Z



Тогда
мю= Y. i-i.ii п \) У2 //'2 ;х

|mi|<rA_1 |m2 |<rA _1

х У2 Ск(т3) У2 г/.'! in I! ^ ск(т5)х
|тз |<гА—1 |т4|<г А - 1 |т5 |<>А—1

х / 5(;r + mii])S(x + m.2')i)S(x + ma)])S(x + m.4')])S(x + m5)])e~2mxNdx+
J о

+ 0 (iV3/2_log7r log ЛГ).

2. При ini =  m 2 =  m 3 =  ?n4 =  ?n5 =  m  рассмотрим

j . w =  £  4 ( т ) е 2" ’“ ’,к £ £ £ £ £ *
|m|<rA_1 p 2 < t/ N  p 3 < V N  р4<\/ТЧ p § < t/N

X [  e 2^ x+ m^ P i+ P l+ P l+ P l+ P b -N ) f a
Jo

Учтем, что подынтегральная функция периодична но # с периодом 1, и получим

h ( N )  =  h ,2(N) Y ,  4 ( m ) e 2mm̂ N.
|m|<rA_1

Сумму но m  разобьем на две: при \т\ <  М  и при М  <  \т\ <  гД -1 , значение М  
выберем позже. Вторую сумму оцепим с помощью леммы 1 тривиально как 0 ( М ~ 4):

4 ( т ) е 2жгт,1М =  O I M  ’ ).

Af<|m |<rA_1

Для коэффициентов Фурье при т ф 0 известно представление ( |3|, с. 16)

cfc(m) =  c -^ (« ^ + & )sill7rm^ fc ~  Q'fc) p inT rm A /r 
Tim V nm  A  /  r

При 0 <  \m\ <  M  имеем

4 ( m >  =  е - . ^ ) ™ 5 * т ( Ь - « )  +  0 ( М А ) /  +

7Г1П \

=  e-5^ . (. + w ™ 5 +  0 (М Д Л
7Г /7?. V /

Далее,
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X ! cfc(m)e"27Г imr}NОД, y i  I t/J\.

|ra|<r A -1
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=  c2TTim(VN-2,5(a+b)) в*11 ^т{Ъ в) ^  0 (М £Л  _|_ 0 ( М ~4).
Z_  ̂ тг5т 5

\т\<оо

При выборе М  =  А -1 / 5 получим

11 =  15А Ю Ш ^ , Ь )  +  0 ( А ^ 5)). (4)

3. Рассмотрим наборы (т\, т-2 , т-з, т^, тъ) ф (т ,т ,т ,т ,т )  и интегралы

I (N ,m i ,  т 2, т-з, т4, т 5) =

=  / \S(x +  mi')])\\S(x +  m.2')])\\S(x +  ?п3?/)||я5(̂  +  m 4i])\\S(x +  m 5)])\dx .
Jo

Обозначим х  +  чщч] за t. Без ограничения общности положим, что т,\ <  т^. Введем 
обозначения:

т ',2 =  т,2 — т,\, . . . ,  т '5 =  т^ — т,\,

F(t)  =  | S(t) 11 S(t +  m'2rj) 11 S(t +  m'3rj) \ \ S(t +  m'̂ rj) \ \ S(t +  m'5rj) | .

Тогда

I(N,m.\, m-2 , т-з, m.4 , m.5) =  / F ( t ) d t .
Jo

Поскольку подынтегральная функция от переменной t имеет период 1, полагаем, 
что промежуток интегрирования имеет вид Е  =  [—1/т; 1 — 1/т), где т  =  jV1-0-001,

К t G Е  применим лемму 2. Пусть d,q G Z такие, что

t = -  +  — , (d,q) =  1, 1 <  q <  т, \вг\ <  1. (5)
q qr

Те значения t, дня которых в представлении (5) q <  jV0-001. отнесем к «большим» дугам 
Е\, остальные — к «малым» дугам Е 2.

В соответствии с данным делением интервала интегрирования на большие и малые 
дуги интегралы I(N,  m\, m 2 , m 3 , чщ, m$) разобьем на сумму двух слагаемых:

/  F ( t ) d t +  /  F(t)dt.
J  E i  J  E2

4. Оценим суммы вида S(t +  m'^f} дня значений t, принадлежащих большим дугам 
Е\. Примем, к примеру, t +  m'2i] за 7  при т '2 ф 0.

Рассмотрим рациональное приближение 7 . Для этого вначале приблизим ?/ рацио
нальным числом (лемма 2)

+  ( A , Q )  =  1 ,  \в\ <  1 , 1 <  Q  <  T i .
Q Q n

Значение Т\ выберем позже.
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Поскольку 1] — квадратичная иррациональность, то из лемм 2, 3 имеем Q х  п  и

ч =  ^  +  § г .  ( A Q )  =  i .  N < 1 -

Тогда
 ̂ , / _  d , вг | Ai | . 6,1 . 6,2'т 2

7 — t. + т,2Г] — -  Н Ь -̂ г- + „ 2 — Т7 Н Ь „2  ,
9 Qr Q 1 Q  > Qr Q
(Ai,Qi) = 1 , (Х,У) = 1-

Из представления 7  имеем У  <  gQ, то есть

Q  “  У

Так как Y  <  qQ и Q х  п , то при выборе n  =  sjr/q  имеем Y 2 qr. Тогда выполняется

9i 92т'2
qr Q2 у 2  , |0з|<1 + К 2|д

Обозначим (dQi +  Aiq ,Qi)  через 5. Поскольку (A i ,Q i )  =  1, то 5\q и, следовательно, 
5 <  q. Оцепим сверху (dQ 1 +  Aiq,qQi):

(dQi +  Aiq, qQi) <  q(dQi +  Aiq, Qi) <  q2 .

Тогда дня
Y  q Q l

(dQ 1 +  Aiq, qQi)
имеем

y > 9 i >  q

q m'2q
5 .  Перейдем к оценке суммы S(7 ):

5 (7 ) =  J ]  е2жгур2
p < V n

Положим U =  № '05. имеем

5(7 ) =  J ]  е2тур2 + 0 ( U ) .
u<p<VN

П у с т ь

1 , если х  =  р,
а(х )  — 4 п /1 0 , если х  ф р.

Используя формулу частного суммирования (лемма 4), выбрав

О Д =  а(«)е2̂ 7”2 log п,
U <п<х
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ПОЛУЧИМ

V  i c w i - j ^ -  +  «
^  Jit rrlog X logiV

u<p<VN

<С max
u<x<Vn

e27Tiyp2 logp
U <p<x

Поскольку

log N
е27Г*7”2 A (??,) =  J ]  e2myp2 logp +  £  E e2myp2 log p

U<n<y/~N U<p<y/N k=2 u<pk<y/N

=  J ]  е2жгур2 logp +  0 { N l/i log2 N ).
u<p<Vn

Окончательно,

|5(7)|= max V  e2myn2 A(n) +  0 { N l/A log2 N ) .
u<x<VN lT̂ x

6. В лемме 5 положим f (n )  =  е2жгуп~. Тогда

е2ж̂ 2А(п) =  А 1 - А 2 -  А з,
U<n<y/N

A  =  Е е2" 1™ ’ log г,
d<U IK^Nd-1

где

a 2  =  Y ^  Y  A е

2т: iy(dnr)2 

d<U n<U r<y/N  (cZn)-1

am Y 1  А (п )е2жгу{тп)2
U <m <y/N U ~1 U <n<^/N m ~1

d\m, 
d<U

7. Во внутренней сумме A\ проведем частное суммирование но / (.лемма 4):

£  e2nil[dl)2 log / <
IKy/Nd-1

ry/Nd~̂
<  /  |C(^)|d(log^) +  |C(v/iV d -1)|log(v/iV d-1),
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где
С И  =  ^ 2  е2̂ 2/2

Кх
Тогда

А х <  log N  | J 2
d<U l<\fNd~1

Промежутки суммирования но /, d разобьем иа промежутки вида

D <  d <  Di <  2D, L < / < L i < 2 L ,

получится <7 log2 N  промежутков:

,41 « l o g 3 W ^ | ,4 1(L)|, (6)

где
m l )  =  Еу g27Tiyd2Z2

и модуль суммы в правой части неравенства (6) максимален. Рассмотрим

î-xi-yd? (h?+2Ы)

h K ^ N d r 1 L < l+ h < L  i 0 < h <L  L < l<L 1
По лемме 6

A(L)2 <  Y  niin(L, \\-fd2h\\ *) <  Y  min(L, Ц7/1Ц *).
h K ^ N d r 1 h<y/Nd0 < h <L 0 <h<Ld2

Пусть h =  h\ +  Y s, 0 <  h\ <  Y . Воспользуемся, полученным выше, рациональным 
приближением 7 :

1 = у  + ^ -  (X,Y) = 1, |0S| < 1 + М « 2-

Обозначим ' jYs  через /5Ь тогда

X h i  +  [/3il ] +  e^hiY 1 +  {/3 il }
j h  =  7 Л1 +  /51 

'Ld2
Имеем

A ( l ) 2 <  +  1)  Y  min ( L ’ IIt^i +  PA  *) •
0<h i<Y

Обозначим Z\ наименьший неотрицательный вычет числа Xh\ +  [@{Y\ но модулю Y. 
Полагая

Z 1, если Z 1 <  У/2,
У  — Zi, если Y/2 <  Z x <  У,

Z
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имеем
min(L, Ц7Л.1 + /3i II—1) С  ^  min (b ^

О < h !< Y  \Z\<0,5Y

где 1 |  <  2\m'.2\q2 ■ Следовательно,

Y  Y

A1(L)2« ( ^  + l)(L|m.'|g2+ £  _ 5 )
2\m'2\q2<\Z\<0,bY 11 214

Так как

имеем

L <  VN d  \ d < U , I'm.y <  А  1 log N  ,

A , Lf « ^  + ^ + Y y o.l N «

8 . Проведем аналогичные рассуждения дня Д2- В результате получаем

Л .  а 2 «  ^ l o g - *  ( - ± =  +  - ^ =  +  i L )  +  V F )  .

Параметры выбраны так, что

U =  № '05 , q <  № '001 , А  =  N~0M ,

r < Y < 4 Q .  K l < ^ .  Q ~  l N ' - 0M'm 2q А  у Q
что позволяет получить оценки

1 log iV q y/logN q 1  ̂ /—
у  ^  ^  iV0’238 ’ y fd K ^ N  ^  Л ^244’ ^

Тогда
Л ,Д 2 <  iV0’4 log4 Ж

9. Оценим сумму As.
As<^\As{M,K)\log2 N ,

A 3{ M , K ) =  Y  am Y  A(/?,)e2т~(т~п~

U<m<y/NU 1 , U<n<y/Nm 1 , M < m < 2 M К  <n <2 К

Если МАГ <  iV1/ 2” 0’00002 log-4 ЛГ, то достаточно тривиальной оценки

А 3{ М , К )  <  M /i  log2 iV,
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чтобы Аз <7 N 1/'2 °’00002. В дальнейшем полагаем, что

î/2—о,оооо2 bg-4 N < мк < ̂
Возведем сумму А з (М ,К )  в квадрат, воспользуемся неравенством Коши:

а3(м, ю2«(Y, <&) £  | Е Л(")'
т т п

Так как
Е «  Е т '2  (т) ТС М  log3 iV,

327U7 m 2ra2

m < M  m < M

тогда
А' ) 2 <  М  log5 iV( М К +

Е Е | Е
jK^NU-1 , UKhK^NU-1 UKmKy/Nin+j)-1 , 

0 < j < K  К  < п < 2 К  М < т < 2 М

\2п | /) /

Возведем обе части полученного неравенства в квадрат и еще раз воспользуемся 
неравенством Коши:

Д3(М , К )4 <  М 2 log10 N ( M 2K 3 +  S (M , /\ ))

где

S(M , А') «  A’2 (Л'2М  + Е Е Е I Е е
j  п т о <1<М

2wij(2m+l)l(2n+j)j

По лемме об оценке модуля линейной тригонометрической суммы (лемма 6), получим

S(M, К )  <  К 2{ К 2М  +  ЕЕ Е min(M, ||7 ?TO?.j|| 1)).
j < K  п < 5К  т <2М

Далее
mm(M,\\ymnj\\ *) С  ^  Тз{ь) min(M, 117 Л,11 *) С

h < W M K 2m <2M

^ N £ ' M R  1

У
+  1) (M\m'2\q +  Y  log !") <7

<7 N £ ( M 2K 2 \m'2\q2 1̂ 21?2 logA^

У  M K 2 M
+  У  log N^j.

При \m2\ <  A  logiV получаем

A 3(M, К )A «  N 2£ ( ,\ / '/ч ' ( 1  +  ^  + q + - 1-  ) + ,\/2/\2V
A M  К 2 M



С учетом неравенств

y/N y/N jyi/2-0,00002
и  < М <  А— , и  < К <  А—  --------2--------- <  M K  <  y/N

~  U  ~  U  log N
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имеем
a 3 ^ : n £ ( V n ( ^ =  +  ^ L +  ^  )  +  V W ) .

V У у и  У А Y  \'АМ1\1 ' /
Параметры выбраны так, что

U  =  № '05 , q <  № '001, А =  N ~0'01,

° г < к < Л .  К 1 < Ц * .  Q "

Тогда

m2q А  \ Q

^1/2-0,00002 b g -4 ^  < м к  < ^  _

1 1 1  log iV л/д ^ logiV
4/^ ^0,0125 ’ у  ^0,488 ’ #0,

 V ? ^  logiV v  ^  ^
< / A M K U  iV0’134 ’

В результате при е <  0, 001 получаем оценку

A 3 <  iV0’49.

Таким образом, для суммы \ S ( t  +  ири t  £ Е i справедлива оценка

\ S ( t  +  m '2 i])  \ <  7V 1 /2 - 0’00002.

1 0 .  Применив неравенство между средним арифметическим и средним геометриче
ским, оцепим интеграл но множеству Е\ как

f  F ( t ) d t  ТС m a x \ S ( t  +  m.'2 i])\ [  \ S ( t )\ 4d t .
J e 1 te E l  Jo

Учитывая полученную при t  E  E i оценку \ S ( t  +  m '2 i])\,  имеем

[  F ( t ) d t  TC jv 3/ 2-0’00002 _ (7 )
J  E i

1 1 .  При t  G E 2 рассмотрим сумму S ( t ) :

s ( t ) =  e2mtp2 ■ 
p<V7v



Пусть U =  iV0'0002. Совершая преобразование Абеля, имеем

|ЗД|= max V  e2witn2A(n) +  0 { N l/A) . 
и<х^  uTZkx

12. В лемме 5 выберем /(??,) =  е2жгЫ\ Тогда

J ]  ew A(n) = B 1 - B 2 - B 3,
U <n<y/N

B i =  J 2  ^  e 2mt{dl)2 bg I ,
d<U IK^Nd-1
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b 2  =  Y 1  M d )  A ( n )  e

2wit(dnr)2 

d<U n<U rK V N id n ) -1

bm А(п )е2жЩтп)2
UKniKV̂ NÛ 1 UKnKy/Nmr1

bm =  ^  M °0

13. Рассмотрим сумму l> \.

d\m, 
d<U

d < U , 
D <d<2D

где
^l(L) = 5 ]  e 2mtd?l2'

l<\/~Ndr1 . 
L<l<2L

Возведем |£>i(L)| в квадрат:

W L ) \ 2 =  £  £  e
h<\/~Ndr1 , L < l+ h < L i , 

0<h<L L < l< L  i

2iritd? (h2-\-2hl)

По лемме 6 имеем

Bi(L)2 <€. ^  min(L, ||Ы2Л.|| *) С  ^  min(L, ||ifa,|| *).

h K ^ N d r 1 h<y/Nd,
0<h<L о <h<Ld2

По лемме об оценке суммы минимумов (лемма 7) получаем неравенство:

B i (L ) 2 С  (yfNdq~l +  1)(L +  glogg) С
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<3C.{y/~NdLq 1 +  y/Ncl +  q) logq ТС (Nq 1 +  y/Ncl +  q) log N  . 

Проведя аналогичные рассуждения дня суммы 0 2- в результате имеем

В ъ  В 2 ТС U2 log3’5 Щл/ N q - 1 +  U N 1/4 +  y/q) .

При выборе параметров

jj =  N 0,0002̂  д 0̂,001 <- ? <  jy l - 0,001

получаем
В ЪВ 2 ТС iV1/2- 0’0001 log3’5 .

1 4 .  Получим оценку суммы 11л .

B 3 <^\B3{M,K)\log2N ,

!>:•,{ М. 1\ ) Ьт Л(П) :2жИпг2п2

U<m<y/NU 1 , U<n<y/Nm 1 , 
М < т < 2 М  К < п < 2 К

Оценку суммы В 3( М , К )  проведем для y/N >  M K  >  jV1/ 2-0,00002 log~4 N. Для М К  <  
jy i/2—0,00002 i0g—4 n  достаточно тривиальной оценки В 3( М ,К ) .

Возведем В 3( М , К )  в квадрат, применим неравенство Коши:

-В3(М, К)2 *:<: М log5 N (^МК + £  Е х

х

jK^NU-1 , UKnK^NU-1 , 
0 < j< K  К <п <2К

2'Kitm? (2 n-\-j )jE «
U < m < y/ N (n + j)  1 ,

M < m < 2 M

Данее, Возведя обе части полученного равенства в квадрат, применим неравенство Ко
ши и лемму 6 :

-03(М, К )4 ТС М 2 log10 N ( M 2K 3 +  /\ ' .\/ +  Л'2 ] Г  г3(Л) min(M, М -1) ) .
h < W M K 2

Применяя лемму 7, имеем

' М К 2 
Qh < W M  К 2

min(M, ||ifa,|| С   ̂ +  1 j  (М  +  д) log iV С

9 ■ M P + i ) 1 5 ) 1" 8 " '
Тогда

Б 3(М , А )4 ТС ( .\ / ’ /\ 1 ( -^  +  ^  +  М 2К 2чу \ 2 .

ТС ( \/2/\ 2 ( -  +



При выборе параметров

y/N y/N TV1/ 2” 0’ с0002 г -
U < K < ^ — , и  < М  <  ^— ,  2--------- <  М К  <  y/N .

-  и  ' -  и  log N

и  =  TV0’0002, № '001 < q <  N l-°'00\ £ <  0, 00001

выполняется неравенство

В 3 <  N £{y/N{U~ l / 4 +  q~l/i) +  (qN ) l /4) <  ]y i/2-o ,00002 _

Таким образом, если t G Е-i, то справедлива оценка

\S(t)\ <  iV1/2- 0’00002 .
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1 5 .  П о с к о л ь к у
-1

|4,

имеем

/ F{t)dt  ТС max \S(t)\ / \S(t)[dt,
Je2 *еЁ2 Jo

[  F(t)dt  <  iV3/2- 0’00002. (8)
J  e 2

Окончательно утверждение теоремы следует из (2), (4), (7), (8). ■
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Abstract. Let rj be a quadratic irrationality. A variant of Hua Loo Keng’s problem on the basis 
of primes such that a < {rjp2} < b, where a and b are arbitrary real numbers of the interval [0, 1] is 
solved.

Key words: additive problems, primes of special type, solutions number, asymptotic formula, 
quadratic irrationality.
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