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УДК 658.51.012

О НОВОМ КЛАССЕ ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ПОТОЧНЫХ ЛИНИЙ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ

В статье обсуждается введенный автором (2003 г.) класс моделей 
производственных систем с поточным способом организации производства, 
широко используемый в настоящее время для построения эффективных 
систем управления производственными линиями. Модели класса, 
определяющие поведение параметров производственной линии с помощью 
уравнений в частных производных, получили название Р^Е-моделей 
производственных систем, в последнее десятилетие успешно использованы 
для описания квазистатических, так и некоторых неустановившихся 
переходных процессов.
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Введение
Мировые тенденции развития производственных систем в разных отраслях 

промышленности требуют повышения гибкости производственных линий. 
Функционирование промышленного предприятия в условиях неопределенности и 
неустойчивости внешней среды и потребность в регулярных изменениях номенклатуры 
выпускаемой продукции обуславливают необходимость построения эффективной системы 
управления предприятием, разработки новых математических моделей производственных 
линий [1-6]. Производство в условиях современного рынка достаточно быстро меняет 
ассортимент, качество и количество выпускаемой продукции [6, с. 12], функционирует в 
неустановившихся переходных режимах. Снижение себестоимости продукции достигается 
не традиционным увеличением выпуска продукции, как в случае установившегося 
производственного процесса, а в результате синхронизации материальных потоков вдоль 
технологического маршрута. Характерной чертой развития современного промышленного 
производства является то, что длительность цикла производства занимает существенную 
часть жизненного цикла изделия. При длительности производственного цикла в несколько 
месяцев для предприятий, например, с поточным методом организации производства 
полупроводниковой продукции жизненный цикл изделий не превышает одного года [5], 
[6, с. 51]. Это приводит к тому, что производственные линии значительную часть времени 
функционирует в переходном неустойчивом режиме. В связи с этим при проектировании 
систем управления производственными линиями в последнее десятилетие особо 
актуальной стала задача построения моделей управления для переходных 
неустановившихся режимов производства. Актуальность задачи настолько высока, что 
ведущие мировые предприятия (1п!е1 [5]) создали экспериментальные лаборатории по 
исследованию переходных неустановившихся режимов.

Таблица 1
О сн овн ы е п ар ам етр ы  п р о и зво д ствен н ы х л и н и й

Наименование параметра Значение Источник
Кол-во техн. операций, единиц техн. оборудования М=150..1500 шт. [5, с. 4589]
Кол-во изделий в незавершенном производстве N=104.. 105шт. [7, с. 242]
Кол-во производимых номенклатур изделий К=1..10 шт. [8, с. 940]
Продолжительность жизненного цикла изделий 12 мес. [5, с. 4589]
Длительность производственного цикла Тй=3..6 мес. [5 , с. 4589 ]
Время принятия управленческого решения 0,5..1.0 час [9, с. 7]
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Рис. 1. Структура производственной линии по изготовлению полупроводников [7]

Процесс управления современным многопоточным производством усложняется тем, 
что производственные линии предприятий являются многономенклатурными, состоят из 
значительного количества технологических операций, использующих для обработки 
изделий множество разных видов технологических ресурсов, содержат в незавершенном 
производстве большое число распределенных вдоль технологического маршрута предметов 
труда (Табл. №  1). Технологические маршруты изделий разных номенклатур пересекаются, 
используют для выполнения технологических операций используется одно и то же 
оборудование, требуя расстановки приоритетов обработки и потребления ресурсов [2].

Дальнейшее развития теории систем управления потоковыми параметрами 
производственных линий для неустановившихся переходных режимов привело к тому, что 
в последнее десятилетие были разработаны качественно новые типы моделей, сочетающие 
самосогласованные предметно-технологическое на микроуровне и потоковое на 
макроуровне описания производственной линии [1]. Опыт построения моделей 
физических систем, состоящих из множества объектов, подсказывает, что дальнейшее 
развитие теории моделей производственных систем может быть основано на 
статистическом подходе [11, 12], фундаментом которого является механизм стохастического 
воздействия оборудования на предмет труда и коллективного взаимодействия предметов 
труда между собой, и феноменологическом, позволяющем установить основные 
закономерности технологических явлений [2-5] на основе наблюдений и статистики без 
использования модельных представлений [1, 12] о характере взаимодействии предметов 
труда и оборудования. Общие закономерности большинства установившихся 
технологических процессов известны. Разным технологическим процессам соответствуют 
разные уравнения состояния [2 -5]. Определенные с помощью обработки статистических 
данных уравнения состояния являются фундаментом феноменологического подхода 
построения квазистатических моделей производственных линий. Однако, представление 
переходного неустановившегося производственного процесса последовательной цепочкой 
квазистатических равновесных уравнений состояния [2-5] приводит к значительной 
погрешности. В общем виде уравнения состояний могут быть получены в рамках 
статистического похода, который позволяет однозначно связать макроскопические 
потоковые характеристики технологического процесса с микроскопическими предметно­
технологическими параметрами достаточно большого количества предметов труда [1, 12].

Цель исследования настоящей статьи -  обосновать концептуальные положения и 
теоретические основы построения континуальных моделей производственных линий для 
переходных и установившихся режимов.



Построение единой теории производственных линий
Наличие однообразных задач планирования и управления производством привело 

исследователей к идее создания единой теории производственных систем. Огауез З-С- 
(1986) [13], Кагтагкаг И-З- (1989) [14] предложили использовать в качестве основных 
параметров состояния производственных линий объем незавершенного производства
(ШР: вдогк ш ргосезз) Ш, пропускную способность (сарасйу, ШгоидЬрЮ) \/\ и

длительность производственного цикла (1еай йте) Т̂  . Корректно определенное Кагтагкаг 

И-З- (1989) [14] уравнение состояния производственной линии \%\ = Ф(Ш), получившее 
название с1еапп§-функции, задавало для устойчивых установившихся производственных 
процессов мгновенную связь между пропускной способностью \%\, производственным

циклом Т̂  и объемом незавершенного производства Ш -
С1еапп§-функция может быть определена для группы машин, оборудования, 

производственной линий, одного или нескольких заводов, включенных в единый 
производственный процесс. С1еапп§-функция (Ихей Сарасйу)

Ш сь  = ф (Ш) = СОШ1 (1)
ставит фиксированную границу выпуска продукции, предполагая мгновенное 
наращивание мощности производства. СопзЮП РгорогТюп С1еапп§-функция (Огауез З.С., 
1986, [13])

\%\сь = Ф(Ш) = а • Ш , а = сож1 (2)
предполагает фиксированное время выхода производства на полную мощность, а при 
наличие ограничения выпуска продукции для промежутка планирования Д/г-, известна как 
комбинированная с1еапп§-функция (сотЫпеф Кагтагкаг И.8., 1989) [14]:

[%\сь = Ф(Ш) = а Ш  — ф тах , а = сотг - (3)
Важный класс составляют нелинейные с1еапп§-функции, используемые для 

построения однопродуктовых моделей производственных систем, функциональная форма 
которых для простых случаев описания поточной линии производственной системы 
определена как:

а/Щ-модель М/М/1 очереди для стационарного состояния (рис. 2) [21] (2009)

и \ а .  = Ф ( Ш ) = р Ш ; (4 )

б)модель фундаментальной диаграммы трафика для стационарного состояния

\х\сь =Ф (Ш ) = » •  Ш -  Ш2 , (5)
в)двухмоментная модель О/М/1 очереди для стационарного состояния (МеМ1 ^., 

1991) [22, с. 350]:
О О О

Са + С$ р Я
Ш = - ^  • ^  + р , Р = - <  1 , (6)

2 1 - Р М
где са2 и с$2 характеризуют среднеквадратичное отклонение поступления требований на
изготовления изделий и времени их обработки, р  -  темп обработки предметов труда, Я -
интенсивность поступление предметов труда на первую технологическую операцию.
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Рис. 2. Схема М/М/1-модели очереди поточной линии производственной системы

Модель О/М/1 очереди для стационарного состояния (6) является развитием модели (4) 
для описания движения предметов труда по технологическому маршруту с
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последовательным расположением технологического оборудования. Устойчивое состояние 
для модели (1.10) обеспечивается при выполнении условия р  = (Х/р)< 1 [23, с. 6]. При Х ^  р 
межоперационные заделы становятся бесконечно большими, Ш ^  да, а при Х > р 

уравнение (6) не может быть использовано, т.к. при его выводе предполагалось р  = (Х/р)< 1. 

Решение (6) относительно р  = (Х/р) < 1 может быть представлено в виде:

■1 Ш + 1)2 + 4Ш(сг - 1) -  (Ш +1) с2а + с2

р = ------------ ^ -------------’ при с = “ 7 “ > 1 ’ (6)
При с А 1 модель М/М/1 очереди (4) является предельным случаем модели (6) С/М/1:

г  Ш 1 г 1 р Ш11Ш р = ------- , 1 1 т \х^т = -----  (7)
с ( Ш  +1) ’ с ^ Г С  1 + Ш (7)

АзтипЙ88оп Й.М [21] предложил распределенные АС-функции (аПоса!ей с1еапп§ 
1ипс1юп) для моделирования многопродуктовых производственных систем. АС-функции 
предполагают модели, в который производится совокупный продукт, агрегирующий в себе 
используемые технологические ресурсы для производства отдельных продуктов.
Альтернативный подход заключается в представлении с1еапп§-функции производственной 
системы в виде суммы с1еапп§-функций, описывающих выпуск отдельного продукта. 
Экспериментальные данные свидетельствуют об удовлетворительных результатах 
использования АС-функций для продуктов, схожих по характеру потребления ресурсов. 
Интенсивности потребления ресурсов при этом выражаются в единицах времени 
обработки. Однако, если модели переноса технологических ресурсов для каждой 
номенклатуры предметов труда являются сложными, использование АС-функций не 
позволяет удовлетворительно описать производственные процессы. 8е1дик В., Ргапзоо ^.С., 
Сок А.С. (2007) аппроксимировали с1еапп§-функцию кусочно-линейной функцией, что 
позволило использовать для оптимизации параметров производственной системы аппарат 
линейного программирования.

С1еапп§-функция может быть получена как аналитически так и численно с 
использованием стационарных или переходных Т^-моделей, ^Е8-моделей, ИиМ-моделей 
производственных систем или определена эмпирически. 8е1дик, В., Ргапзоо ^.С.,Сок А.С. 
(2007) представили методику построения переходных с1еапп§-функций аналитически. 
В связи с тем, что оперативная информация как о выпуске продукции, так и о состоянии 
незавершенного производства на предприятии является закрытой, то в большинстве 
исследований для построения с1еапп§-функции вместо эмпирических данных используется 
Т С -,Б Е 8- и Р1иМ-модели. Исключением являются работы Наеи881ег 8., М188Ъаиег Н. (2012), 
в которых для построения с1еапп§-функции применены полученные с производственной 
линии цифровые носители. Касаг N. (2012) использовал для построении с1еапп§-функции 
оптимизированные параметры производственной линии. Обширные вычислительные 
эксперименты, связанных с расчетом параметров поточных линий по производству 
полупроводниковых изделий компании 1п1е1, показали хорошее приближение расчетных и 
экспериментальных данных для установившихся процессов [22].

Для вывода уравнение состояния использовано множество моделей, из которых 
следует выделить основные типы моделей и их комбинации: модели массового 
обслуживания СЩ-тойе1) [15], дискретно-событийные модели фЕ8-тойе1) [16], модели 
жидкости (ДиМ-тойе1) [17]. Каждый тип имеет преимущества, но ни один не подходил в 
полной мере для моделирования как установившихся, так и переходных процессов работы 
производственной системы [2-4, 9].

М одели т еории м ассового  обслуж и ван и я  (ТС-тойе1) (рис. 3) используются 
для описания производственных линии в установившемся режиме [15]. Применение Т^- 
моделей для переходных режимов приводит к чрезмерному усложнению задачи. 
Существенным ограничением их применения является то, что современные 
производственные линии состоят из большого числа технологических операций. Как

file:///H:/%D0%A0%D2%90%D0%A0%D1%9C%D0%A0%D1%9E%D0%A0%D0%88/%D0%A0%E2%80%99%D0%A0%C2%B0%D0%A1%D0%82%D0%A0%D1%91%D0%A0%C2%B0%D0%A0%D0%85%D0%A1%E2%80%9A27/27_2.doc%23Berg_Partial_differential
file:///E:/E/%D0%A0%D2%90%D0%A0%D1%9C%D0%A0%D1%9E%D0%A0%D0%88/%D0%A0%D0%8E%D0%A1%E2%80%9A%D0%A0%C2%B0%D0%A1%E2%80%9A%D0%A1%D0%8A%D0%A0%D1%91%20%D0%A0%D1%9F%D0%A0%D1%9B%D0%A0%D1%9A/53/27_2.doc%23Asmundsson_Production
file:///E:/E/%D0%A0%D2%90%D0%A0%D1%9C%D0%A0%D1%9E%D0%A0%D0%88/%D0%A0%D0%8E%D0%A1%E2%80%9A%D0%A0%C2%B0%D0%A1%E2%80%9A%D0%A1%D0%8A%D0%A0%D1%91%20%D0%A0%D1%9F%D0%A0%D1%9B%D0%A0%D1%9A/53/27_2.doc%23Berg_Partial_differential


НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ
2014 № 15 (186). Выпуск 31/1

Серия История. Политология. Экономика. Инф орматика. 151

правило, используются одномоментные модели теории массового обслуживания. 
Двухмоментные модели теории массового обслуживания, учитывающие дисперсию 
параметров обработки предметов труда, для описания производственных линий 
практически не встречаются в связи их сложностью построения. Следующим ограничением 
для применения Т^-тойе1 является то обстоятельство, что основные формулы получены 
для установившихся режимов ( 1 ^  ж ), что автоматически подразумевает выполнение 
неравенства Л < л  (рис. 4.), где Л-  интенсивность поступления предметов труда на 
обработку; л  -  интенсивность обработки предметов труда. В действительности, 
большинства производственных линий с конечным производственным циклом 
справедливо неравенство Л > л , что не позволяет использовать хорошо разработанный 
аппарат теории массового обслуживания для установившихся процессов. Решение 
указанных проблем приводит к высокой размерности задачи, громоздким вычислениям, 
требует значительных вычислительных ресурсов.

N ^ 1  Щ _(у)[1о1з] в „

Рис. 3. Базовые модели теории массового обслуживания

Д и скрет н о-собы т ийн ы е м одел и  (БЕЗ-модели) удачно применены для 
описания работы поточных линий в переходном и стационарном режиме, содержащих 
малое количество технологических операций и обрабатывающих партии предметов труда 
небольших размеров. Требуемое процессорное время для расчета параметров 
производственной линии для партии деталей N=104.. 105шт. и 100 технологических 
операций при миллионе имитаций [8, с. 242] составляет несколько дней, что делает 
невозможным использования ^Е8-модели при проектировании систем управления 
производственными линиями. Существенным ограничением использования ^Е8-моделей 
является сложность построения аналитических зависимостей между входными и 
выходными данными производственной линии для указанного количества 
технологических операций и размера партии предметов труда. Значительные 
вычислительные ресурсы необходимы для реализации алгоритмов генерации случайных 
чисел с заданным законом распределения параметров обработки предмета труда. Особое 
внимание следует уделить вопросам устойчивости вычислительных схем. Объем 
испытаний, необходимый для получения оценок наблюдаемой величины с заданной 
степенью точности зависит от вида закона распределения случайной величины, 
корреляции элементов выборки, наличия и длительности переходного режима 
функционирования моделируемой системы. Недостатком ^Е8-модели является медленная 
сходимость выборочных средних значений к истинным. На достоверность результатов 
влияет выбор генератора псевдослучайных чисел и зависимость результатов численного 
эксперимента от плана проведения эксперимента [20, с. 16]. Большое внимание при 
анализе результатов численных экспериментов уделяется оценке соответствия дискретно­
событийной модели реальной производственной линии с использованием статистических 
критериев.
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Рис. 4. Базовые дискретно-событийные модели

Рис. 5. Концептуальное представление модели жидкости (Форрестер Дж., 1961 [18])

Д и ск рет н ы е и  н еп р ер ы вн ы е ж идкост ны е м одел и  производственных 
линий (ИшД-модели) ориентированы на малое количество технологических операций и 
линейные стационарные решения [16, 17]. Основное применение нашли при изучении 
переходных режимов работы производственной линии. Повышение количества 
технологических операций приводит к увеличению размерности системы 
дифференциальных уравнений, что значительно усложняет вычисления. Основная 
сложность построения ИшД-моделей заключается в выводе уравнений состояния для 
параметров производственной линии [17]. В подавляющем большинстве случаев ИшД- 
модели представлены одномоментным уравнением переноса, дополненным 
квазистатическим уравнением состояния. В отличие от ^Е8-моделей они менее пригодны 
для описания стохастических производственных процессов [7].

Предложенный Кармаркаром (Кагтагкаг ^ 8 ) механизм с1еапп§-функций позволил 
упорядочить процесс описания производственных линий, выделив основные потоковые 
параметры, которые являются общими для разных типов моделей. Однако, с1еапп§- 
функции унаследовали недостатки:
• малая эффективность при описании производственных линий, состоящих из большого 

количества разнообразного технологического оборудования (случай М>>1);
• сложность построения многомоментных моделей (2-х моментных);
• сложность построения многоресурсных и многопродуктовых моделей;
• сложность описания переходных режимов работы линии. Используются для описания 

квазистатичных производственных систем;
• сложность моделирования межоперационного состояния линии,
которыми обладали существующие Т^ - ,  БЕ8-, ИшД-модели, положенные в основу их 
построения.
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Для устранения противоречий необходим новый тип моделей, который с одной 
стороны был бы лишен указанных недостатков, а с другой стороны обладал бы 
преимуществами используемых моделей.

Развитие теории производственных линий 
В последнее десятилетие для проектирования производственных линий разработаны 
модели, содержащие уравнения в частных производных (Р^Е-тобе1). Введенный в [1] 
(2003) новый в класс моделей объединил преимущества Т^-моделей, ^Е8-моделей и 
Р1ш б- моделей, что значительно расширило возможности проектирования систем 
управления производственными линиями. Р^Е-модели позволили учесть влияние 
внутренних факторов производства на пропускную способность поточной линии с учетом 
ограничений, которые определяются максимальной производительностью оборудования и 
емкостью накопителя [1-5]. Существенным преимуществом Р^Е-моделей является то, что 
они подробно позволили описать движение предметов труда от операции к операции, 
допускают решение в аналитическом виде и не требуют значительных вычислительных 
ресурсов. При построении Р^Е-моделей выделилось два подхода: статистический 
(Пигнастый О.М, Азаренков Н.А., Ходусов В.Д., Демуцкий В.П. [1, 12]) и
феноменологический (АгтЪгш^ег ^., Вегд К.А., ^е^еЪег Е., Кт§Ьо&г С., Кооба ^., [2-5]). 
Основным уравнением Р^Е-модели при феноменологическом описании является 
уравнение сохранения количества предметов труда, находящих в процессе технологической 
обработки

Б а л а н с о в ы е  у р а в н е н и я *

Рис. 6. Использование БЕ8-/Щ- и Р1иИ-моделей в качестве уравнений состояния 
для замыкания балансовых уравнений РБЕ-моделей

8р({, х) дР ((, х)
д(

+ -
дх

: 0, Р ({, х) = р({, х) • у({, х) Ш({) = | р({, х)Ых, х е [0,1] (8)

где х -  технологическая позиция предмета труда в технологическом маршруте; р(1, х) -  
плотность расположения предметов труда по позициям в тех. маршруте; Р ((, х) -  поток 
предметов труда вдоль тех. маршрута в зависимости от позиции; Ш({) -  объем 
незавершенного производства; у((, х) -  скорость движения предметов труда вдоль
технологического маршрута. Уравнение (8), записанное в обозначениях, введенных в 
работах [3-5], является незамкнутым. Замыкание уравнения (8) многими авторами 
обеспечено с помощью уравнения состояния (с1еапп§-функций). Ниже представлен анализ 
основных Р^Е-моделей производственных линий.

0
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Для описания синхронизированных конвейерных линий довольно часто 
используется Р^Е-модель, содержащая Огауез-уравнение состояния у(!, х) = с = сопи! :

др (Л х) + х) = о, р(^, х) = р([, х) • у(!, х) х(!, х) = с = сопи! х е \0,1\ (9)

Модель (9) позволяет получить основные потоковые параметры конвейера, 
движение предметов труда на котором происходит с постоянной скоростью у(!, х) -

Для описания производственных линий с ограниченной пропускной способность 
удачно зарекомендовала себя нелинейная Р^Е-модель ^^§МЫП-МЫ^Ьат:

дР\ х) + д̂ (1’х) = 0, Р(р(1, х)) =р(1, х) • у(р(1, х)), у((, х) = У о (1 -  Р ( ^  ^  ) , Уо =  сопи! (10)
д! дх К

в которой пропускная способность ограничена максимальной плотностью 
межоперационных заделов К . При достижении плотности предметов труда в 
межоперационном заделе критического значения движение предметов труда по 
технологическому маршруту останавливается. ЬМ Р^Е-модель (10) нашла широкое 
применение в задачах передачи трафика и при описании движущего потока автомобилей .

Заслуживает внимания квазистатическая Р^Е-модель, использующая нелинейное 
Кагтагкаг-уравнение состояния

+ д- ^  = 0, Н 1, х) = ра, х) • * ,  х) , * )  = - Р - , (11)
д! дх М  + Ш

где М-количество единиц технологического оборудования вдоль технологического 
маршрута, р  -интенсивность обработки предмета труда, М-объем незавершенного 
производства. Скорость движения предметов труда у(!) в отличие от модели (9) является 
зависимой от времени. Модель используется для проектирования конвейерных линий с 
переменной скоростью движения. При увеличении количества предметов труда Ш в 
незавершенном производстве скорость конвейера снижается. Р^Е-модель (11) предложена 
Д.Армбрустером (АгтЬтз1ег), получила дальнейшее развитие в работах Э.Лефебера 
(Ье&Ьег):

д р Л  + = 0, Р(1, х) = р , ,  х) • * ! ,  х) Х(,, х) =  М  (12)
д! дх М  + р(!, х)

Модель (12) учитывает в уравнении состояния для установившегося процесса 
зависимость распределения предметов труда по технологическим позициям. Увеличение 
количества предметов труда в межоперационном заделе приводит к снижению скорости 
обработки изделий. Шагом в развитии двухмоментных моделей стала предложенная
Э.Лефебером (ЬейЪег) двухмоментная Р^Е-модель, в которой уравнение состояния 
заменено уравнением Бюргерса.

др (!, х) дР(!, х) ду(!, х) 1 ду(!, х)2 . .
’ + — г ^  = 0, Р(!,х) = р !,х) • у(г,х), V  + Т \  = 0 (13)

д! дх д! 2 дх
Скорость движения предметов труда в двухмоментной Р^Е-модели (13) так же, как и 

в одномоментной Р^Е-модели (12) зависит технологической позиции обработки. Однако в 
отличие от (12) скорость движения предметов труда в модели (13) определяется не из 
уравнения состояния для установившегося процесса, а путем решения балансового 
уравнением Бюргерса. Для описания поведения производственных линий при наличие 
экспериментальных данных Д.Армбрустером (АгтЬшз1ег) предложена диффузионная 
РБЕ-модель [5]

Р М !  + Р«Л= 0, х)= с ! ) - р (!,х )- т ) , (14)
д! дх дх

в которой для расчета коэффициентов С(!) и Р (!) использованы статистические данные,
определяющие технологические траектории предметов труда. Точность вычислительных 
результатов, полученных с использованием диффузионной Р^Е-модели определяется 
точностью имеющихся статистических данных. Одномоментная модель (12) успешно 
применяется для описания производственных линий с накопленной статистикой данных о

http://math.la.asu.edu/~dieter/papers/fluid_hierarchies_SIAM.pdf
http://math.la.asu.edu/~dieter/papers/fluid_hierarchies_SIAM.pdf


процессе обработки предметов труда. Однако использование диффузионной Р^Е-модели 
для проектирования новых производственных линий не представляется возможным. 
Перспективы развития диффузионной модели тесно связаны с теорией подобия 
производственных систем [12]. Описанные выше модели используют при замыкании 
уравнение состояния для установившихся режимов работы производственной линии. 
Построение уравнений состояния для переходных неустановившихся режимов связано со 
значительными трудностями [2-5].

Использование автором статистического подхода позволило выразить параметры 
производственной линии выразить через состояния большого количества предметов труда 
и построить замкнутую многомоментную Р^Е-модель для переходных неустановившихся 
режимов (2003) [1]

д Ы о М ) + 5 Ц 1 М )  = да0 ((,8,р ) р  к > 0, ] р кх(18,/и)ф = [х]к0,8) (15)
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■ +  '
д  д 8  0 0

д [ ы ] к  (*, 8 )  . д [ ^ ] к + 1 ( Г ,  8 )  , > ]1 ^  (? , 8 )  д  ( Ы ] 1 ^  (! , 8 ) Л  ”
■ +-------------------------------+  к ~

у

Ы -1  (^ , 8 )  =  { р к С ( Т  8 ,  р ) Р
0

а  д 8  [ы Ц т  8 )  д 8  ^ [ ы Ц т  8 )

где 8 -  технологическая позиция предмета труда в технологическом маршруте, 8 е [0,8^ ]; 

[ы]0 ((, 8) = р((, 8) -  плотность расположения предметов труда по позициям в тех. маршруте; 

Ы ] ((, 8) = Р  ({, 8) -поток предметов труда вдоль тех. маршрута в зависимости от позиции; 

Ы({,8,р) функции распределения предметов труда по состояниям; \%]\у ({, 8) -  темп 

обработки предметов труда вдоль тех. маршрута в зависимости от позиции 8 ; 0(1,8, р) -
функция, определяющая процесс переноса оборудованием технологических ресурсов на 
предмет труда [1]. Для производственной линии с количеством предметов труда в 
незавершенном производстве N>>1 и большим количеством технологических операций 
(таблица№1) система уравнений (15) в двухмоментном приближении принимает вид [12]

М м +М м > =0 , +Ы М 8 )М м =(Ы  (, .8)-Ы1«,8 ))АЫ ^ 8 ) . (16)
д  д 8  ’ Ы \ Ы ) ( ‘ , 8 )  д 8  ^ ^  )  Ы  ̂  ^ д 8  [ Ы ^ , 8 )

Замкнутая двухмоментная система уравнений (16) определяет поведение 
параметров производственной линии для переходных неустановившихся режимов. Для 
синхронизированной конвейерной производственной линии, работающей в 
установившемся режиме, система уравнений (16) упрощается [1]:

дИ М  + М М  = 0; - М м  + Щ 8 ) • М М  = 0; (17)
д1 д8 д  д8 ]ы\(1,8)

принимает вид (13), а для одномоментного приближения (12):

М М  + М ( М  = 0 ; ^ ( , . 8 )  = ы М ,,.5) (!8)

Для синхронизированной линии р  = у((, 8) • [гЬ У, 8), откуда скорость движения
предметов труда по технологическому маршруту выразим через интенсивность обработки 
предметов труда р

у(к х) = - ^ , (19)
р(к х)

откуда получим систему уравнений (19) в форме (12). Если скорость движения предметов 
труда по технологическому маршруту представить усредненной величиной то система 
уравнений (19) может записана в форме (11).
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|  ̂ (1, 8) -Ы о (1, ̂ №
У(1) = — 8-------------------= Л )- , 5  Ф ,  8 , ] (20)

Ж (1) 
\\х \о (1,8 )48
о

Статистический подход позволяет обосновать существующие Р^Е-модели 
производственных линий для установившихся режимов и определить условия их 
применимости и построить новые для переходных, также построить модели для 
переходных режимов.

Выводы
При построении нового типа моделей производственных линий использованы два 

подхода -  феноменологический подход (АгтЪгш^ег ^., Вег§ К.А., е̂̂ еЪе̂  Е., Кт§Ьо&г С., 
Коойа ̂ .) и статистический (Пигнастый О.М., Азаренков Н.А, Ходусов В.Д., Демуцкий В.П.). 
Феноменологический подход дал возможность построить ряд моделей производственных 
линий, дополнив уравнения переноса, уравнением состояния в форме с1еапп§-функции. 
Это позволило построить Р^Е-модели производственных линий для наиболее простых 
случаев функционирования. Обоснованность применения определялась сравнительным 
анализом результатов, полученных с помощью ^Е8-модели и исследуемой Р^Е-моделью. 
Однако, хотя построенные Р^Е-модели с помощью феноменологического подхода и 
являются прогрессивными, дальнейшее их развитие ограничено. Ограничение обусловлено 
тем, что уравнения переноса и дополняющие их уравнения состояния для более сложных 
случаем не могут быть выведены из феноменологического представления. Для построения 
таких моделей необходимо использовать статистический подход. Показательно то, что 
общий характер статистических закономерностей не зависит от того, каким способом 
описывается поведение отдельного предмета труда. При весьма большом числе предметов 
труда появляются новые своеобразные статистические закономерности. Статистические 
закономерности обусловлены именно наличием большого числа предметов труда, ни в 
коем случае нельзя свести к закономерностям поведения отдельного элемента. 
Использование статистического подхода позволяет получить замкнутые многомоментные 
балансовые уравнения (уравнения переноса) не из феноменологических соображений, а 
исходя из законов движения отдельных предметов труда по технологическому маршруту, 
определенных технологией производства.

Дальнейшее развитие и использование Р^Е-моделей требует решения вопросов:
1. Вывод нестационарных уравнений состояния, основанных на детальной технологии 
обработки предмета труда с учетом схемы оборудования. 2. Построение многомоментных 
замкнутых балансовых моделей для установившихся и переходных нестационарных 
режимов функционирования производственной линии. 3. Построение двухуровневых 
моделей управления параметрами производственной линии для установившихся и 
переходных режимов с учетом параметров оборудования, схемы его расстановки и 
приоритетов движения предметов труда.
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