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Д ля уравнения смешанного типа

Lu = sgn х ■ ихх + sgn у  ■ иуу = 0 (1)

в области D = {(;г, г/)| — 1 < х < 1, —а  < у  < j3}, a, j3 Е М, а,/3 > 0, поставим первую 
граничную задачу.

З а д а ч а  Д и р и х л е . Найти ф ункцию  и(х,  у) с  у сл ови ям и :

u (x , y )  Е C ( D )  П Cl (D)  П C2(U  DJ ,  Lu(x, у) = 0, (х, у) Е {J Di,
i= 1 i= 1

u(x,  y)\x=l = u ( x ,  y)I;r=_1 = 0, у  E [ Q', /?],

u ( x , y )  \y=/3 =  <p(x), e  [—1, 1], u ( x , y )  \y=_a =  ф( х ) ,  X E [—1, 1], 
где D\ 2 = D П {;r > 0, ± y > 0}, = D П {;r < 0, ±y < 0}, ip и  ip за дан ны е  ф ункции .

Задача Дирихле для смешанного уравнения с одной линией изменения типа в пря
моугольной области изучалась в работах [1. 2].

В данной работе впервые для уравнения (1) с двумя перпендикулярными линиями 
изменения типа изучается задача Дирихле в прямоугольной области и спектральным 
методом [3] доказаны теоремы единственности и существования решения.

Разделив переменные u ( x , y ) = X(x)Y( y ) ,  относительно х получим спектральную 
задачу:

sgnх • X" + dX  = 0 , Х (0+) = Х (о - ) ,  Х '(0+) = Х '(о - ) ,  Х (1) = Х ( - 1) = 0 ,
собственные функции которой имеют вид:

I  й п М х - Д  х > 0 _ ( s h M r  -  1)] _ г >

4 , V ) = <  l i T ' i n i  A f ’ ( * )  =  ^  . сЬ/<Д .
sh|№,(T + 1)1, х < 0 ; S ln M :r + 1 ) l , *  < О,

V СП Hk  v COS Hk
где d  = ±̂ /|, собственные значения, //д. являются корнями уравнения tg // = — th//, 
для них справедлива асимптотическая формула: //*. = — — + ттк + 0 (е~2жк).
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Система {Х ^(гг), Х ^ (гг)}  не ортогональна на [—1,1]. Соответствующая биортого- 
нальная система имеет вид:

f 1)] T> 0| f _ shM J~ - 1) ] | т> 0 |
7 (1) (,r \ = )  COS/Ik y { 2 ) ,  S I chjUfe

shM * + 1>1, .* < 0; sin|№(j + 1 ) l, x  < o.
V e l l  Hk v COS Pfc

Полнота системы {Z ^(rr), z£2̂ (;r)} в L2[—1,1] доказывается аналогично [4].
Теорема 1. Если сущ ествует  р еш ен и е  за д а ч и  Дирихле, то он о  един ст венн о  только 

тогда, к о г д а  д л я  всех ^ G N

A^1}(q', /3) = cos(/ikOi) sh0ufc/5) + sin(^fcQ') ch(pfc/3) 7  ̂ 0 , (2)

(0\
Afc (a , /3) = ch'l///,n ) sin(pfc/3) + sh(/j,ka )  cos(pfc/3) 7  ̂ 0. (3)

Л ем м а. Пусть a  E N не р а в н о е  числам  Ар -  3, р G N, или а- = p/q Е Q, p, q E N, 
НОД(р, q) = 1, чи сл о  q — p  н е  кратно 4. Тогда сущ ествуют постоянные Со > 0 и ко G N 
такие, что д л я  в сех  к > ко сп р а в едл и ва  оц енка

K ’W ) I  > V й .

При аналогичных а  и у сл о ви ях  на /? сп ра в едл и ва  оц енка  |Дд2*(а, /?) > 1 '
Если выполнены оценки леммы и при к < ко условия (2). (3), то решение задачи 

Дирихле определяется в виде суммы ряда

ОО „I
и(х,  у)  = ^  и к ] (У) • А1-1} И  + ик ] (У) • х к ] (х ) > u k\y )  = j  i Ф ’ У)г к ] (x) dx■ (4)

fc=i

Т ео рем а 2. Пусть <р(х), 4’(х) £ С 1[—1,1] П С4[—1,0] П С4[0,1], ip(—1) = </?(1) =
</?"(-i) = <//'(i) = о, V’( - i )  = V’( i )  = ^ ( - i )  = ^ ( i )  = ^ ( o  + o) = - ^ ( o  -
^"'(0 + 0) = - i f f "  (0 — 0), и вы полнены  оц ен к и  леммы. Тогда е сл и  п ри  ука занны х  в лемме 
а  и /3 при  в сех  к = 1 ,ко вы полн ены  у с л о в и я  (2) и  (3), то сущ ествует  един ст венн ое  
р еш ен и е  за д а ч и  Д ирихле и  он о  о п р ед ел я ет ся  р я д о м  (4).
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