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Аннотация. Рассматриваются процессы изотермической акустики в композитной среде с 
двумя различными компонентами: жидкая область и упругое тело, пронизанное системой пор, 
заполненных жидкостью. Исследуется разрешимость начально-краевой задачи и выводятся 
усредненные модели для различных случаев.

Клю чевые слова: композитные среды, периодическая структура, уравнения Стокса, 
уравнения Ламе, уравнения акустики, пороупругость, усреднение периодических структур, 
двухмаспттабпая сходимость.

1. Введение и постановка задачи. В работе исследуется математическая модель 
акустики в гетерогенной среде с двумя компонентами, разделенными общей границей. 
Одна из компонент является некоторой жидкой областью другая пороупругой 
средой П. Пороупругая среда представляет собой твердый скелет и поровое простран
ство. заполненное той же жидкостью. Дифференциальные уравнения модели, описы
вающие движение жидкости в области и совместное движение твердого скелета 
и жидкости в порах, базируются на классических законах механики сплошной среды. 
При выводе усредненных уравнений применяется метод двухмасттттабной сходимости 
Г. Нгуетсенга [1] и результаты А.М. Мейрманова [2]- [6].

Рассматриваемая ограниченная область Q Е R 3 представляет собой единичный куб: 
Q = (0 ,1) х (0,1) х (0 ,1 ). в котором пороупругая среда занимает область П = (0,1) х 
(0 ,1) х (0, а), 0 < а < 1. а область занятая жидкостью, есть открытое дополнение
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где х£(х ) характеристическая функция порового пространства Q'y Е Q, c s и с/ 
скорость звука в твердой и жидкой части соответственно, р плотность среды. F 
заданный вектор распределенных массовых сил.

Пусть
f  / , д  F  2\
/ (|F(x,t)|2 + ——(x ,i)  Jdxdt = F 2 < oo ,

J qt '  a t  J
и выполнены предположения о периодичности порового пространства и о существова
нии пределов при £ —у 0 коэффициентов а^, <У\,..., описанные в работе [7].

При выполнении предположения о периодичности порового пространства

Хо (х ) = (х) = < ( x ) * ( j )

где ( (х)  есть характеристическая функция области П.
Движение жидкости в области при t > 0 описывается системой уравнений Сток

са
Р + V • w  = 0 , (4)

с /

= v ' p(/,  +  £>,F' (5)

Р (/) = a ^ D ^ , - J ) - p i .  (6)

На общей границе выполняются условия непрерывности для перемещений:

l i m  w (x, t )  =  l i m  w (x , t) , ( 7 )
X  — У х  X  — У х

X  £  X  £  n

и для нормальных компонент моментов

lim Р ^ (х ,  t) ■ п (х°) = lim Р (х , t) ■ п (х ° ) . (8)
X —у х° х —У х°
X G Ci(f) х е  п

Завершают задачу однородные граничные условия

w (x, t )  = 0, (x, t )  Е St = S х ( 0 , Т ) , (9)

на границе S = 8Q,  и однородные начальные условия

<9w
w ( x ,0) = ^ ( х ’ °) = °> x e Q .  (10)

Пусть
Q{f )  =  (1  — С)^?/ +  С ( Q f X e  +  (1  _  X е ) Qs )  ■
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О пределение 1. Пара, ф ункц и й  {we, р £} таких, что

1Д
w £ GW2 (Qt )  , Р £ G L2{Qt ) ,

называет ся о б общ енны м  р еш ен и ем  за д а ч и  (1)-(3), (4)-(6), (7), (8), (9), (10), е сл и  эти 
ф ункц и и  удовлетворяют  ур а в н ен и ю  н ера зры вност и

( ( l - C ) ^  + C ( f +  i- F 4 ) p '  + V . w '  = 0 ( П )

почти в сю д у  в Qt , и интегральному тождеству  

, d w £ d p

1 Q t
6(f) dt. dt.

—— + F • p)dxdt.
1 Qt

+ (1 — : 3 (x ,p )dx d t .  (12)

о 1,0 dip
д л я  в сех  ф ункц и й  p  таких, что р  (Qt ), “т^г £ L 2(£!t) и р ( к ,Т )  = 0 д л я  х  G Q.

Т ео рем а 1. Д л я  в сех  £ > 0 на п рои звол ьн ом  интервале вр ем ени  [0,Т] сущ ествует  
един ст в енн о е  о б о бщ ен н о е  р еш ен и е  {w£, р £} за д а ч и  (1)-(3), (4)-(6), (7), (8), (9), (10) и  
д л я  н е г о  сп р а в е дл и ва  оц енка

d w
max / ( V (x , t ) | 2 + - ^ - ( x , i )  + (1 -  x £)q'A|D(^,w£)| 2)dx+

о<t< T  /о \ dt. /'n

ж  / (\p eM \ ‘
d w £
dt.

(x ,i)
r>T

max
о <t <T

max /
°<*<T Jn(f)

d p £ . 2 d 2w £
(x ,i)

■(x,i)

c ir

2

/0
\  ",

D (" ’

<9w£

dxdt.+

dt.
d:r+

<92w

dt:2

X <'i
* Qt

(x ,i)

D (;r,

c ir ’ / \  '•,»
0

d w £\ 2 / 5 2W£

D( x
d 2 w £ 
"5 *2 “

c irc ft+

D hr, dxdt. ^  CqF2 , (13)

где пост оянная  Со н е зависит от малого параметра е  и  коэффициентов сч\, а'д°\ а^. 
□ Доказательство теоремы основано на энергетических тождествах

1 d
2 dt.

f  ( j d w £

/ > dt.
+ (1 — x £)q'aID)( ,̂ w e) : D(;r, w £) + — \р£\2^ х +

<y£ /

1 d f ( d w £
2 dt. J Q(S) yQs dt. + (1 -  w£) : D ( * ,  w £) + J ,  |pg|2W +

d  > 7

Ч А ^ - ж )  ■ » ( * ■ % ) ) *
d w £

iQ
e-п 9w £  ,« eF  • — — <ir

y dt.
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1 d
2 dt.

1 d
2 dt.

d 2 w £ 2

q £
d t :2

+  ( 1

d 2  w £

J п м  v d t 2

+ (1 -  \
d w £ d w £

’ d t  / : T  f t
d w £

<92w

1 d p £

0 1  p d t .

d w £

d t . h

£ \  \

-  )  ) d x  =

<ir+

<9p e 2

~ d i

<9F <92w e

<ir+ 

d x .
IQ * <9^

Эти тождества получаются подстановкой в уравнение (2) явного выражения для тен-
<9we(x ,i)

зора Р из уравнения состояния (3), умножением (2) на -----— и интегрированием по
частям по области Q.

Д ля вывода априорных оценок применяется следующее неравенство Корна для пе
риодических структур.

Пусть w  G W ^ H ). Тогда

|Vw|2<ir ^  С  / \D(x, (w)\2dx (14)

для связного множества Щ, и

/ |Vw|2<ir ^  С  / \D(x, (w)\2dx
IП! J П!

(15)

для связного множества Q£s . Константа С  не зависит от е.
Используя это неравенство, а такж е неравенства Гёльдера и Фридрихса-Пуанкаре. 

получаем требуемые априорные оценки. Далее существование обобщенного решения 
доказывается методом Галеркина.

2. У средн ен н ы е м одели .
Т ео рем а 2. Пусть {we, р £} о б о бщ ен н о е  р еш ен и е  за д а ч и  (1)-(3), (4)-(6), (7), (8), 

(9), (10) и
p i  = Х\ = оо  .

d ~ w  d ~ w £
Тогда п р ед ел ы  v  = (скорость ж идкости) и  р  (да вл ени е)  по следоват ельност ей  { }
and {р£} удовлетворяют системе у р а в н ен и й  акустики

<9v
Qf~r^ + ^ Р =  QfF , (16)

1 d p

i y i + v ' v  = 0 (17>

в области при  t > 0 . и системе у р а в н ен и й  акустики в области  П при  t > 0:
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т  1 — т л д р  „  . .
^ + ^ r ) i + v ' v = 0 - (19)

т  = J  x ( y ) d y  •

Соотнош ения (16)-(19) замыкаются о дн ор одны м  граничным  у сл о ви ем

v (x , t) • n (x ) = 0 , (20)

на Гранине S t ,  о дн ор о дны м и  начальными у сл о ви ям и

р(х , 0) = 0 , v (x , 0) = 0 , x e Q,  (21)

и у сл о ви ям и  н епр еры вност и

lim v (x , i )  • n(x°) = lim v (x , t) • n(x°) , (22)
x  —у x °  x  —у x °
X  G  t o ( f )  X  G  П

lim p(x,  t) = lim p(x , t) (23)
x  —у x  x  —у x
x  t  x  t  О

на. о бщ ей  гр аниц е  S^\
З д е сь

g  = m  Qf  + (1 -  m )  qs ,

n(x ) есть нормальный вектор к  S в точке х Е S, и  п(х°) нормальный вектор к  S ^  в 
точке х° Е S ^ .

Т еорем а 3. Пусть {we, р £} о б о бщ ен н о е  р еш ен и е  за д а ч и  (1)-(3), (4)-(6), (7), (8), 
(9), (10) и

0 //1 , Ai <  ОО .

<9w d~w£
Тогда, п р ед ел ы  v  = (скорость жидкости) и р  (да вл ени е)  п о сл едоват ельност ей  { }

и {р£} удовлетворяют в области QT системе у р а в н ен и й  акустики (16), (17), и  системе 
у р а в н ен и й  акустики в области Qt , со ст оящ ей  и з  у р а в н ен и я  баланса, моментов в ф орм е

v (x , t ) =  [  В (а)(^ ь  Аь t -  т) • V p  (x ,r )d r  + f(x , t) , (24)
Jo

и у р а в н е н и я  н ера зры вност и  (19).
Д иф ф ер енциал ьны е у р а в н е н и я  замыкаются граничным  и начальным у сл о ви ям и  

(20), (21), и  у сл о ви ям и  н епр еры вност и  (22), (23).
Матрица. Ai; t) и  ф ун к ц и я  f ( x , t )  за даю т ся  формулами (61), (62).
Т еорем а 4. Пусть {we, р £} о б о бщ ен н о е  р еш ен и е  за д а ч и  (1)-(3), (4)-(6), (7), (8),

(о), (10),
Hi = оо , 0 ^  Ai < схэ ,



и  Wj = Eqe (w e) п р о д ол ж ен и е  и з  Щ в П.

Тогда п р ед ел ы  v  = (скорость жидкости) и р  (да вл ени е)  последоват ельност ей
d w £

" { р £}> гДе

V = (1 -  C)v + + С = (1 -  <)v + Сm w f  + С v (' } , (25)

и и  w f  п р ед ел ы  посл едоват ельност ей  {(1 — ,\e)w£} и  {w / l; удовлетворяют  в
области системе у р а в н ен и й  акустики (16), (17), и  системе у р а в н ен и й  акустики в 
области Qt , со ст оящ ей  и з  у р а в н е н и я  баланса  моментов

m,Qf Vf + Qs v ('s ) + j  ( -  £>F + V p )(x , r ) d r  = 0 , (26)
Jo

д л я  ж и д к о й  компоненты, у р а в н е н и я  баланса  моментов

/
t О
В (л’}(оо, Ai] t -  т) ■ ( v p  + 6s [ ^ r  ~ F ) ) ( x ,  r )d r  (27)

д л я  твердой  компоненты, и  у р а в н е н и я  н ера зры вност и

( 5 * ^ ) 1 * ' ( - * • " ) ■ ”

Задача, замыкается граничным  и начальными у сл о ви ям и  (20), (21), и  у сл о ви ям и  
н епр еры вност и  (22), (23).

В (26)-(27)
q =  m  Qf +  (1 —  m)  g s ,

и матрица. В ^ (о о , Ai; t) за да ет ся  ф орм улой  (72).
В теореме используется обозначение:

W £f  =  Eqs

Е п-} - .WKQ})

оператор продолжения из Щ в П. такой, что = w £ в Щ х (0 ,Т ), и 

f  \w£f \2dx ^  Со f  |we| 2dx , f  \H>(x,w£f)\2dx ^  С0 (  w £)\2d x . (29)
J  п J  щ  J  п J qj

Корректность такого продолжения обоснована в работе С.Сопса [8].
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Теорема 5. П ус т ь  {w e, р £} о б о бщ ен н о е  р еш ен и е  за д а ч и  (1)-(3), (4)-(6), (7), (8 ) ,  

(9), (10),
Ai =  СХЭ , 0 ^  Hi <  схэ , 

и w £s = Enf (w e) п р о д ол ж ен и е  и з  в П.

Тогда п р ед ел ы  v  = ( скорость жидкости) и  р  (да вл ени е)  по следоват ельност ей
d w £

" {р £}> г д е

V  =  ( 1  -  C ) v  +  С +  С ( 1  -  т ) " ^ Г  =  ( !  -  C ) v  +  с v (/) +  С V , , (30)

и и  w.s являю т ся  п р ед елам и  посл едоват ельност ей  и  {’vvj}, удовлетворяют
в области системе у р а в н ен и й  акустики (16), (17), и  системе у р а в н ен и й  акустики в 
области Qt , со ст оящ ей  и з  у р а в н е н и я  н ера зры вност и

( |  + ^ ) | ? + V . ( v - + v , H 0 , (3 !)

у р а в н ен и я  баланса  моментов

Qf v (/) +  (1 -  m )Q s v s =  ( qF  -  V p ) ( x , r ) d r  , (32 )

д л я  твердой компоненты и и у р а в н ен и я  баланса  моментов

( d w 8v (/) _  m v s = - J  B (/)Gui,oo;i -  r )  • ( V p +  Q f { j ^  ~ F ^ ( x , r ) d r  (33)

д л я  ж и д к о и  компоненты.
Задача, замыкается граничным  и начальными у сл о ви ям и  (20), (21), и  у сл о ви ям и  

н епр еры вност и  (22), (23).
В (32)-(33)

Q =  m  Q f  +  (1  — m )  Qs  ,

и матрица. схэ; t) за да ет ся  ф орм улой  (81).
Здесь как и в предыдущей теореме w £ = Eq£ ( w £J , где

Enf - . W l m ^ W K n )  

оператор продолжения из Q£ в П. такой что w £s = w £ в Q£ х (0, Т ), и

[  |w£|2<ir ^  Со [  |we|2dx , [  |0 (;х, 1 ^  С0 [  |D)(;r, w £)\2dx . (34)



48 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2015. №17(214). Вып. 40

Т ео рем а 6 . Пусть {we, р £} о б о бщ ен н о е  р еш ен и е  за д а ч и  (1)-(3), (4)-(6), (7), (8), 
(9), (10),

Hi =  оо , 0 <  Ло <  схэ ,

и w £s = Ещ (w £) .

Тогда п р ед ел ы  v  = (скорость жидкости), р  (давл ени е) ,  и  w s (п ер ем ещ ени е  твер
д а 6

д о и  части) по сл едоват ельност ей  { }, { р £}, и  {w£}, где

v =  ( i - C ) v  + C ^  = ( l - < ) v  + <vs , (35)

удовлетворяют в области QT системе у р а в н ен и й  акустики (16), (17), и  у р а в н ен и ю  Ламе

d 2w
Q .)t:  = v  • (Ло m t  : DOr, w ,)) + pF (36)

в области Qt , с о дн ор о дны м  граничным  у сл о ви ем

v (x , i )  • п (х) = 0 , (37)

на гр аниц е  п ри  t > 0. с одн ор одны м и  начальными у сл о ви ям и

р(х , 0) = 0, v ( x ,  0) = 0 (38)

д л я  скоро ст и  ж идкост и  и д а в л ен и я  в области  с о дн ор о дны м  граничным  у сл о ви ем

w s (x, t )  = 0,  (39)

на гр аниц е  dQ \ S^  при  t > 0 . и о дн ор одны м и  начальными у сл о ви ям и

r)in
W^ X’ = ~ d f  = ° ^

д л я  п е р ем ещ ен и я  т вер дой  Чсьсти в  О .

На. о бщ ей  гр аниц е  выполняют ся у с л о в и я  н епрерывност и

й  7|i
lim v ( x ,  t) ■ п(ж°) = lim ——- ( х ,  t) ■ n ( x ° )  (41)

x  —у x °  x  —у x °  Q t
X  G X  G П

И

— lim p (x, i) n(x°) = lim Гл0 : D(rr, w s (x, i)) V  n (x°). (42)
x  —у x °  x  —> x °  V J
X  G X  G П

З д е с ь  n(x°) нормаль к S ( 0 ) в точке x° G SM.
В  (36)

q = m  Qf  + (1 -  -m.)
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и симметричный положительно о п р е д ел ен н ы й  постоянный тензор 4 ран га  9^  за да ет ся  
ф орм улой  (98).

Теорема 7. П уст ь  {w e, р £} о б о бщ ен н о е  р еш ен и е  за д а ч и  (1) (3), (4)-(6), (7), (8),
(Oh (10),

0 < /II < оо , 0 < Ло < схэ ,

и w £ = Ещ (w £) .

Тогда п р ед ел ы  v  = (скорость жидкости) и р  (да вл ени е)  по сл едоват ельност ей
d w £

" {р £}> г д е

V  =  ( 1  -  C ) v  +  С +  С ( 1  -  т ) " ^ Г  =  ( 1  -  C ) v  +  с v (/) +  с V , , (43)

удовлетворяют  системе у р а в н ен и й  акустики (16), (17) в области гр аничном у и
начальным у сл о в и я м (37)-(38).

В области Qt п р е д ел ьн ы е  ф ункц и и  p f  (д а вл ени е  ж идкости), w ?  (п ер ем ещ ени е  ж и д 
кости), и  w s (п ер ем ещ ени е  твердой части) по следоват ельност ей  {СХ'ггР гг}> { С w’£'}j w 
{С w s l удовлетворяют системе у ср е д н ен н ы х  ур а вн ен ий ,  со ст оящ ей  и з  у р а в н е н и я  н ер а з 
рывности

\ р /  + V  • w (/) = Cq : Щх, w s ) + Y~pf  , (44)
С/ Л0

у р а в н е н и я  баланса  моментов

<92w  (/) <92w
Qf dt;2 + ва-Q^- = v  • (Ло ^2 : D(^ w s) ~ Pf q )  + qF , (45)

д л я  твердой  компоненты, и  ур а в н ен и ю  баланса  моментов

~  L  B ( / ) ^ i , o o ; t _ r  ̂ ■ _ F ^ x , r ^ r = ^ — т д ж  ^

д л я  ж м дкои  компоненты.
Эти ди ф ф ер енц и ал ьн ы е  у р а в н е н и я  замыкаются у сл о ви ям и  н епр еры вност и

lim v (x , t) ■ n(x°) = lim o (v (/)(x, t) + (1 — ? n ) ^ ^ ( x , t ) )  ■ n(x°) , (47)
X  —у  X  X  —у  X

x  t  x  е  о

И
— lim p (x , t )n (x ° )=  lim ( \ 0 9^  : D(;r, w s(x ,i)  — p f  C^)') • n(x°) (48)

x  —У x °  x  —У x °  \ J
X  G X  G П

на. о бщ ей  гр аниц е  S^ \ о дн ор одны м и  граничным и и начальными у сл о ви ям и  (39) и (40) 
д л я  п ер ем ещ ен и я  т вердой  чз>сти? и  одн ор одны м и  граничны м и и  н&чзльными у сл о ви ям и

w (/)(x, t) ■ n (x ) = 0 , х  G dQ \ S^  , t E ( 0 , T ) , (49)



w (/)(x, 0) = 0 , x e Q  (50)

д л я  п е р ем ещ ен и я  .ж и дк о ст и .
В (44)-(49) п(ж°) нормальный вектор к S ( o ) в точке х° Е п (х) нормальный

вектор к  dQ в точке х  Е dQ,

Q =  m  Q f  +  (1 — m )  Qs  ,

симметричный положительно о п р ед ел ен н ы й  постоянный тензор 4 ран га  матрицы 
Сд и Cf. п о ст оянная  Сд за даны  формулами (90), (91) и  (92), а матрица оо; t)
опи сана  ф орм улой  (81).

3. Д оказательство теорем 2-5. Главная проблема в доказательстве этих теорем 
состоит в условиях непрерывности на общей границе S ^  меж ду областями и П.
Эти условия следуют из предельного интегрального тождества

-  j  P (V  • p ) d x d t  = J  £  e(/)(x, y ) ( F  -  ^ ^ ( x , i ,  y ) )  • p ( x , t ) d y  dx d t , (51)

о 1,0

д л я  л ю б о й  г л а д к о й  ф у н к ц и и  р  G W 2 ( Q t ) ,  и  и н т е г р а л ь н о г о  т о ж д е с т в а

1 */???' 1 —m \ \ d p  , „  , d w\  , , . .
JQT , , (1 “  ° Щ  + с ( щ  + — ) ) ж ф -  v ’f’ - w ) dxdt  = 0 (52)

д л я  л ю б о й  г л а д к о й  ф у н к ц и и  ?f> Е W/21’° ( Q t ) -

Здесь W (x , £, у )  двухмасттттабный предел последовательности {we}. и

£(/)(х >у) = ( !  -  <(*)) £/ + <(*) (б / * (у ) + ( !  -  * (у ) )  Qs)) ■

Д ля всех случаев (51) и (52) влекут систему уравнений акустики (16) и (17) в области 
Q^\ условия непрерывности (22) и (23) на общей границе S ^ ,  и уравнение неразрыв
ности

n n  1 — m \ d p  „  d w  . .
( f  +  ^ r ) i  +  v ' a f  =  °  (53)

в области Qt -
Все различия сконцентрированы в уравнении динамики в области Q t  и  в  представ- 

<9w
лении скорости смеси -7—.

at
Доказательство теоремы 2. Д ля этого случая W (x , £, у )  = w ( x , t )  и интегральное 

тождество (51) влечет уравнение динамики

<92w
Q ^  = - V P + qF (54)

в области Qt -
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Доказательство теоремы 3. Уравнение неразрывности в этом случае имеет вид

1 1 л д п  „  <9w ^
+ ~Ш= ' х £ а  ‘ > 0 '

д р
Используя вложение V р  G L2(£!t х  У ). то есть V p  G L2(f2y), V  (т^;) ^ L2(£!t); 

выводим микроскопическое уравнение моментов баланса:

= v » ' ( / < а ( у ) в ( г / , + At ( i  -  х ( у ) ) » 0/,w )  -  ш ) -

-  V  р  + q(y )F  , у  G У  , t > 0 , (55) 

в ( у )  = Qf х (у ) + Qs (1 -  Х(У)) ,
и микроскопическое уравнение неразрывности

Vy ■ W  = 0 , у  G Y . (56)

Эти уравнения замыкаются однородными начальными условиями

8W
W (x ,y ,0 )  = —  (х ,у ,0 )  = 0 , у  G У .

Мы рассматриваем периодическое решение задачи как сумму

W ( x , i , y )  = ^ / *  W w ( y , i - r ) - ^ - ( x , r ) d r  + ^  /* W j }( y , i - r ) F i ( x , r ) d r ,
i= i 70 ^  i= i 70

II(x,i,y) = ^  f П(г)( у , t - T ) ^ ( x , T ) d r  + ^ 2  f  n j }( y , i - r ) F i ( x ,r )d r ,
i= l i= l

F (x ,i )  = (F 1( x , i ) F 2( x , i ) ,F 3(x ,i) )  .

В свою очередь, пары {W w , П «} , и {W ^\ П ^} для г = 1 ,2 ,3  есть решения периоди
ческих начально-краевых задач в области У  для t > 0

№  ^  _  ,< 9w «
= v y ■ l)t )

+ A i ( l - x ( y ) ) V , W w - n « l ) ,  V , -  W w = 0, (57) 

<9WW
W w (y,0) = 0, e(y)— (y,0) = -ei ,  у  G y ,  (58)
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= Vv ' ( ^ ix ( y ) v y ( - ^ L) +

+ Ai (1 -  \ iy ) )V ,(W ;  -  U f  l ) , V , • W ?  = 0 , (59)

Я Ш Й
W j } (y ,0 )  =  0 , — ^ ( у , 0 )  =  е*, у е У  (60)

соответственно. 
Таким образом.

St „  и -  - -  ~ „г=1 ‘ г=1

<9w / d W ^ \  д р
dt

г= 1
E l  Г Р ) г ^ ^ +

3 /•* - 5 w (i)
+ £ / „  ( ~ д ^ ) г <.УЛ-тЖх.т)<1т =

= [  В (а)(^ь  Ль t -  т) • V p  (х, т)с1т + f (x ,t )

г=1

/О

где

R(o)( jU i^ i ; t )  =  ^ 2 ( —^ — ) лМ ) О е г ,  (61)
г = 1

3 Г* , ЯЛхИ1)° f t  . а^УЧ .
f (x ^ ) = 5 ^ /  \ ~ d f~ )  (У ^ “  г )Ж х ^ т .  (62)

г=1
Полученные соотношения дают следующее представление для скорости смеси:

<9w [ ь I \-(х, t )=  / Л^ t — г ) • V p  (х, r ) d r  + f(x , t) (63)
<9t 'О

Доказательство теоремы 4. Д ля этого случая скорость смеси задана формулой:

d W ,  . . , 5 w / .  . А . . , 9 W .
■ (x ,t,y ) = х (у )  — (x ,t)  + (1 -  x ( y ) ) - ^ - ( x , t , y ) ,

<9w 9w f <9w(,5)
= m ^ T  + ^ — ’ w (' }(x ^ ) = /  ( !  -  x ( y ) )W (x , t ,y )d y .<9t <9t <9t
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Интегральное тождество (51) влечет уравнение динамики (26) для жидкой компо-
Н6НТЫ .

Получим представление (27).
Если = ( l  — ,\ (y ))W . то пара {W^’\ П ^}  удовлетворяет микроскопическому 

уравнению динамики для твердой компоненты

d 2 W {s)  A i  , ч , ч 

е ‘ - в ё ~  =  J A >W  -  v >n  -  v  P '

микроскопическому уравнению неразрывности

V  • w ( s )  =  о

в области Ys , и начальным условиям

, n 8W {s)
W ^ ( x ,  0, у )  =  —  (х , 0, у )  =  о , y e n .

(64)

(65)

В силу теоремы Нгуетсенга d ^ W ^ / d t2 V y W ^  Е L2( Qt  х  Ys). Э т и  условия
вместе с формулой (58) обеспечивают граничное условие

W (' }( x , t ,y )  = W/( x , i ) , ( y , t )  Е S {0) х (0 ,Т ) (66)

Решения {W {s\ П ^}  периодических начально-краевых задач (64)-(66) имеют вид

, ОХг dt
W {s) = w/(x, + w j ' }(y, t -  т) r )  + ^ ( x ,  r ) ) d r  .

n (' }( x , t ,y )  = f  п !л)( у ^ “ r ) ( ^ ( x ’ r ) + ^ ^ ? ( x ’ r ) ) r f r ’

где П ^} . i = 1 ,2 ,3 . в свою очередь являются решениями периодических
начально-краевых задач

d 2W f  \г
^ a , w T - v , i r .  < у , « ) € П х ( о ,ю

v „ - w « ( y , t ) = 0 ,  ( y . t )  е  Y, х  ( 0 ,Г ) ,

t ( s )

d t 2

W f }(y , 0) =  0 , g/  ’ ’ г (у , 0) = е7;, у  Е Ys ,
<9W,(«)

w S a)(y .* ) = o , ( у , t) e  S (,n x (o ,r )

(67)

(68 )

(69)

(70)

Однозначная разрешимость задач (67)-(70) следует из энергетического тождества

’Ys
3W.(«)

d t ■(у>*) 2 +  —  
2

V W f }(y  ,t) d y
(1 —  m )
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Задача (67)-(70) для соленоидальньтх функций равных нулю на S ( o ) и при t  = 0.
понимается как интегральное тождество

/ Т /- ' I f  “  Ai v w “  ■ V f ) d y d t  = J r  е ,  • v>(y, 0) d y

для любой соленоидальной 1-периодической гладкой функции р ,  равной нулю на 
и при t = Т. По определению

d w {s) Г d W {s)
y ) i y  =

= (1 -  m ) ^  -  [  ( t ,  ( i  m )  o e . )  . ( v P(x,r)+
1=1

+ Q s ^ f ^ T) ) dT  = (1 -  m ) 9̂
rt . d 2w  \

-  B ("}(oo,Ai ; t - r ) -  \Vp ( x , r )  + Q 8- Q - f ( x , r ) ) d T ,  (71)

где

s)(oc, A i;i) = Y  ( y , t ) d y J o e i .  (72)

Доказательство теоремы 5. Здесь скорость смеси задана формулой

d W ,  . , , d W / . , . , , d w S/ .
- ^ - ( x , i , y )  = x (y )  — (x ,t ,y )  + (1 -  x ( y ) ) - ^ " ( x , i ) ,

<9w <9w(/) ,9 w s m  /"
+ (1 - " i ) ^ r >  w (/)( x , t )=  / ;\ (y )W (x , t , y ) d y  .dt. dt. dt. >Y

Интегральное тождество (51) влечет уравнение динамики (32) для твердой компоненты. 
Докажем представление (33)

Если мы положим = ,\ (y)W . то предельное интегральное тождество для пары
{W ^\ П ^ }  эквивалентно дифференциальному уравнению

<92W (/) а л /<9W(/)\
= т Ч ~  ) - у «п ( , ’ - у Р <*>)

в области Yf  х (0 ,Т) ,  начальным условиям

m <9W(/)
W (/)(x, 0, у )  = —  (х , 0, у )  = 0 , у  e Y f  (74)

и граничному условию

W (/)( x , t ,y )  = Wg f a t ) , (y, t. ) G 5 (0) x ( 0 ,T ) . (75)



3 r t

W (/) = w s
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Таким образом, решение {W ^\  П ^ }  периодической начально-краевой задачи (73)- 
(75) имеет вид

(М ) + Y l J o _ r ) ( ^ ( x ’ r ) + ^ / ^ ^ ( x ’ r ) ) d r ’

n (/)(x,t,y) = Y l J o П*Л(У^ “  r ) ( J ““(x ’ r ) + 0/ ^ r ( x ’ r ) ) d r ’

/ j?\ / j?\
;e {W j . 11; } . i = 1 ,2 ,3 . в свою очередь, есть решения следующих периодических 
стально-краевых задач:

<92W (/) //1 <9W(/) ,,,
s t - Q f T -  = т А‘ {~ д Г ) -  v# n- • ( у ' () £ Y<x (0 ' T ) ' (70)

v „ - w ' /' ( y , t ) = 0 ,  ( y , t) e  Yf x  (0, T ) , (77)

w j /}(y ,0 ) = 0 , Qf d lt  ( y ,0 ) = e i ,  y e Y f ,  (78)

W (/ }( y , t )  = 0,  ( y , t ) e s w  x ( 0 , T ) .  (79)

По определению

d w ( f) . . f  <9W(/) .

~ <X’ t)  =  i r , ~ (X ” y )  !/ =

m-d w s Г  {  f  d W ^  . . \ \ / _  , , d'2Wg ч
/ f o  (У> t - T ) d y )  O e i j  ■ ( V p ( x , r )  + Qf - ^ ( x , r ) ) d rdt

\ = i  v ^ /

d w g
m-

dt

ГД 6

B (/)( ^ i ,o o ; t -  r )  • ( V p ( x , r )  + Qf -Q- f ( x . ,T) ) dT  , (80)

3 С o w ( / )
схэ; i)  = £  ( J  Ql ( y , t ) d y ) o e i .  (81)

Д оказательство теорем 6 и 7. Д ля этих случаев двухмастптабный предел 
Р (х , i , у) последовательности {ре} задается формулой

(1 -  U/> • ^ \ i y ) p f i x. l )  + С (1 -  х(у)) Ps(x ,i ,у ) .

Д ля p i = схэ двухмастптабный предел W  последовательности {we} есть

W (х, t , y )  = w s( x , i ) ,
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И Д Л Я  fJj\ ОС

W (х, £, у )  = X '(y)W (х, t , y )  + (1 -  \ ( у )) W.,( X. /) .

Двухмастптабный предел {w£} равен {ws(x ,i) } ; и двухмастптабный предел последова
тельности {D(rr,w£)} есть

D (a;,w s(x ,i) )  + D(y, U (x , t, у ) )  .

Интегральное тождество (51) заменяется на

' Q t

((A 0(mD(;r, w ) + (D(y, U ))ys) — p i )  : V>(x, ip)dxdt.

(  <92W  \
QU) (x ’ y )  С м , У) J • ¥>(x, t ) d y  dx dt  (82)

' Q t  J Y

с любыми гладкими функциями </?. равными нулю на границе <9Q. а интегральное тож
дество (52) заменяется на

"  / .  ( ^  + ( |  +  * § * )  < ) % * >  -  v " ' ж ) * ’* = 0 (83)J qt

с любыми гладкими ?/.
В (82)

£(/)(х >у) = (! -  С(х))е/ + С(Х)( /̂Х'(У) + (1 -Х(У))&) •
Д ля //1 = схэ

W (х, t , y )  = w s( x , i ) ,

и для < схэ
W ( x , i , y )  = x ( y ) W ( x , i , y )  + (1 -  \ ( у )) W.,( X. /) .

Соотношения (82) и (83) дают систему уравнений акустики (16). (17) в Пт  . усредненные 
уравнения баланса моментов (36) и (11).  уравнение неразрывности (45) в Qt -. условия 
непрерывности (41). (42). (47). и (48) на общей границе , и граничные условия (37) 
и (49).

Предельные функции w s и p f  удовлетворяют в области Qt макроскопическому урав
нению неразрывности для жидкой компоненты

7П
- zPf  + mV • w s = (V y • U )ye . (84)
с/

Действительно, мы можем записать уравнение неразрывности в виде

[  -  w£ • V£(x,i))cfecft = [  (1 -  * e) f ( x , i )V  • w e8dxdt .
J Qt J  Qt

Переход к пределу при £ —> 0 дает 

1

! QLt  ̂̂ f  / J VLt  ̂  ̂f
( ~ 2 X£P ££('x - , t ) —w e-V£(x,t ) ) d x d t  > j  ( ^ 7- ^ p f —w s -’V^\dxdt
' Cf / ./o™ '  Ci /
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d ™ p f  + V  • W g j d x d t . ,
\ С f  /J  q t Lf

/ (1 -  Xе) V  • w ^ (x , i )< M  ->■ / £((1 — -m.)V • w s + (V y • \J)y3) d x d t .
JQt ” Qt

Используя теорему Нгуетсенга. получаем требуемое уравнение (84).
Запишем теперь уравнение неразрывности в области Q£s в следующей форме

(1 -  \ il> = - с 2(1 -  X£)V • w, , 

и интегральное тождество в следующей форме

I f  + I g =  f  ( f  F  • ip d x d t , (85)
J  Qt

где

' Qt

I f = l  v e) : D(;r, p )dxd t  + / • ipdxdt
J  Qt  J  Qt

( !  -  Х£)(^оЩх,  w f) : Щх,  ip) + c2(V • w f)(V  • <p))dxdt

= A0 / (1 — X'e) (W0) : 3(x,  w^)) : 3(x,  p )dxd t
J  Qj*

3 2

*rt(0) = V f  o r  + ^ i o i .  
.4-; A0г,J=1

Здесь использовано обозначение:

1
2 '

тензор четвертого ранга А О В  определяется следующим образом:

Г 3 = -(е* О e j  + е.,- О е*) ,

(Д О В ) : С  = А(В  : (7)

для любого тензора второго ранга С*.
Перейдем к пределу при £ —> 0 в интегральном тождестве (85) с двум я различными 

типами пробных функций. Вначале используем пробную функцию ip = t/?(x,i). а затем
пробную функцию р  = eh('x.,t)ipo( — )- Получим макроскопическое уравнение баланса 
моментов

V  • ( а 0 ^1(0) : ((1 — т )  D(;r, w s ) + (D(y, U ) ) y )  j  — m V p  + gF = 0 , (86)

и микроскопическое уравнение баланса моментов

V , • ((1 -  *)(Ж(0) : ( p ( x , w 8) + B ( y , \ J ) )  + j - p l ) )  = 0. (87)



Чтобы вычислить 9^  и С-i мьт должны решить (87) и найти (D(у, U ))ys как оператор 
от D(;r, w s) и р.

Пусть U j j ) (y) и и1,0)(у) есть решения периодических задач
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V, • ((1 -  х) (^ (0) : (Jto) + Щ'У, U^'})))) = 0 ,

V , • ((1  -  х) ( ^ (0) : ЩУ, U f ) + I ) )  = 0 (89)

в Y.
Разрешимость задач (88) и (89) следует из энергетических тождеств

f  (Vt(0) : D (y ,U ^ '}) )  : D (y ,U ^ })dy = -  f  (Vt(0) : J to))  : Щ у М ? ) Л У,
J Y S J Y S

f  (эт<"> : D(y, и'01)) : Щу,  Uf ' ) d y  = — f  I : D(y,  U f ) d y ( =  -<V • U<0,)r,)
J  Ys J  Ys

и соответствующих энергетических оценок.
Таким образом.решение U  задачи (87) имеет вид

U(x, t , y )  = Y  Ujj4 )(y)A j(x,i)  + ^ p { x , t ) V f \ y ) .
, Лог,J  = 1

Поэтому

i , j =l
3

и » , ' .  = £ < Ю ( » .и Г » > - Л  + - р  {»(:!/. и!,01)),., =

£  и 2Л )>1'. О  J w ) )  : D ( * .  w.) + ^ р ( Щ у ,  U f ) V .
i , j=l 0̂

3 3

= <П(0) : ((1  -  m)  J ]  Г  О + J ]  (D(y,  U ^ }) ) y  О (90)
i , j=l  i , j =1

C ;= m .I -{ D ( , !/ ,U f ) ) , .  ■ (91)

Выразим правую часть (84) используя (90):

3 1
<v„ • u)r,  = £<V„- V '^ r.D ,, + т  «(V, • u f h i  =

Лоi , j=l

( £<V„- и 2Л)г ,Г)  : B(*,w,) + (1<V„ ■ U f  >r.)p.
An

h j =1



Таким образом.
з

CS= 4  = <V„ ■ и '01),, . (92)
i , j =l

Очевидно. Cg < 0.
Если //i = ОО. ТО Ws = W, и

Pf  = Jj ( I  + С о )  : Щх, w s) = С  : В(х,  w s) ,

V • (Л0 ^  : w s) — p f  Ci) + gF = 0 ,

R — ‘
с} Ao

Д ва последних уравнения можно привести к виду

V • ((А0^  + q  О С) : Щх,  w s)j + qF = 0 . (93)

Теперь необходимо показать, что тензор записанный в форме

щ  = А0 т?, + q  о с

является симметричным и положительно определенным.
Используя макроскопическое уравнение неразрывности (84) для жидкой компонен

ты. перепишем микро- и макроскопические уравнения баланса моментов (86) и (87)
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- /  А0

V» • ((1 -  х )(»(г/ . и) + cf  (v„ • u ) i  + f  <v„ ■ u )y,i+
„2 '2

+ B ( x , w s ) + ( ^ y ^ ) ( V -  w s) l ) )  = 0 .  (94)

2 2

V • ( « 1  -  m )D (x ,w a) + (Dfe.U),-)) + (^ L^ £) ( V S • U)v.I+

/  (? \ \ \ 1 
+ ((1 -  m) + m  )) (V • w3) I ) + — pF = 0. (95) 

V An An// / A n

Подставляя в (94)

и  = £  u f ’(у) Д , + u!,0)(y)(V . w j
i , j =l
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мы приходим к следующим периодическим краевым задачам в Ys :

V , • ((1  -  х ) (ю (г/,и ™ )  + J “ + • U ^ ' l  + • U ™ ) ,- l ) )  = О, (90)

V„ • ((1 -  x)(D(!/.Uf) + ( ^ A ) 1 + t ' Vy ' + ^ <V’’ ' U™>r-1) )  = °' (97)
Однозначная разрешимость этих задач при условиях

<и'«, )1. = ( U f h -  = о

следует из энергетических тождеств

, и®1) + Л«) : Щу.  u f )  + £ (V , -  u i f ) 2) А/ + Ci ( {  V,- V^ ' d y ) 2 = 0 
/у v ' / Ао V Jy.

J  (» ( ;!,. u f ) : D(y, и ® 1) + ^ ( V „  • u f  r ) d y +

J ( / ; V , .  U ‘% ) 4 ( ^ ) £ v , . U % = 0 .

Таким образом.

3 2 2

Щ  = (1 -  m )  V  Г  О T j  + ((1  -  m )  ^  + т  О 1+ 
л '  Ао Ао /М = 1

£ {D (i/ ,U < «’))r , o r  + ( ^ Т ^ )  £ < v ' и ' ,л ) г ,Ю Г +
М=1 ° i,j=1

2 2

(Щу,  и '01)) ,. О I + ( ^ )  (V • и '01),. IО  I . (98) 

Пусть (  = ( ( i j ) и 1] = ( щ )  произвольные симметричные матрицы

Y < = ' E ^ % -  Y „ = f l  U ™ ’to ' 5 l  = u i,0) t r<,  Y° = U f t r , , .
i j =1 i , j= 1

Тогда

(̂ Tlg : () : /7 = (1 — m)( : i] + ^(1 — m)  + ?n ( tr /7+

r 2 -  r 2 

Ao
)  (V  • Y c) y  tr 77 + (D(y, У c) ) y  : 77+

„2 ‘2 ,
+ (Bfe, У ”)),, : 4 + ( \ ^ )  (V • Y%)y.  tr С • (99)
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Симметричность тензора 9^  в форме

№  ■ 0  ■ Ч = №  :v ) - <

следует из равенств

■ Шч, TT(klh\„ -L /Шч, тт(к1̂« 1 % , U™) : В(у, U f  *)),- + <D(;!,, U f  *)),- : J « )  +

+ |-<vs . u ' « , v !, - u ' “)b,+
Ao

^{V„ • и™}г, (V, • vT>n = 0, (100)
Ao

<»(;!,.u f )  : D f e . u f ) ) , ,  + f ( ( V „  . U f ) V .
Ao

r2 -  r2 c s  CfЛ ){vS 'U '0))r,+ ^ « v s . u ' ”,b -)2 = o, (101)

({D (y,U ® ') : B f o .U f  )}y. + (D ti/ .u '01)) ,. : ! « )  +

+ £<V, • U<«> V,  • U f  }r, + ^ {V „  ■ U<«>h, (Vy ■ U f ),, = 0 , (102)
Ao Ao

(Dti/.U™) :Ю (у ,и 'ы)))у, + ( 54 - £ t) ( V ,- X J T V .+
0

+ f ( V ,  • U f  V , • u f ’h, + 2L(Vs ■ U'”’)r, <V„ ■ U'“')r, , (103) 
Ao Ao

которые получаются умножением (96) и (97) на U j^  и и<°\ и интегрированием по 
частям.

Действительно, перепишем эти соотношения в форме

2 2
+ t M V  У< v ,  • Y„)y,  + L-f{V„-  Y ( )r. (V , • Y „),, = 0 , (104)

Ao Ao

(D(k, Y ”) : D(y, y ,  ))r, + f  (V, • Y«  V , • У “)г,+
Ao

+ • l D n  « 4  + % <У,  • y ? ) n  (V , • l^ > n  = 0 , (105)
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У {)-1В (.?,У Г ,))г,4-({Ю (у,У "))г, :< +

+ T<V„- Y c V,  ■ Y $ r .  + ■ У  с) г.  <V„ • Y°t) ,, = 0 , (100)Ао Ао

( Щу .  У ?) : 1 % , У ,,))у . 4- ( ^ )  (V, • Y„ ) y .  tr С4-

и просуммируем равенства (99) и (104)-(107):

( « 5  : с) ■■<) = (1 -  >")С : Ч 4- (Bfe, У с) )п  : I, + (1% , У „)}г, : С+
4- (Ю(у,Ус) : В(г/,У „))у, 4- (Bfo, У«) : Щ у ,У « ))у, + {D(y,F»,))y, : < +
+ 1% , Y % . ,  : lj + {»(;!,. У с) : Щу. ¥ % . ,  + (1% , У ”) : Щу,  Y „ ) ) Yl + 

с 2 /
+ ((1 — m)tr<tri;+ (V- Y ( )y. t r y  + (V,- Y v )r , tr<+

+ (V, • Y ( V , ■ Y, , )Ye + (V, ■ Y°  V , • F “)r, + (V, ■ Y°) r , t r ,,+

+ (V ■ Y ° ) r , t r (  + <VS • Y ( V , ■ Y°)y ,  + (V, • Y°( V , ■ У„>п ) +
A ,

+ — (m 2 tr С tr )] -  m  (Vy ■ Y{)Ys tr ?/ -  m  (Vy ■ Y v)Ys tr (+
Ao V

(V, • Y c )y . (V, • Y v)y . + (V, • Y ^ y. (V, • Y°v )y . -  m  (V, • У°}у. tr/?-

-  m (V y ■ t r (  4- (Vy • F f )r, (V„ ■ y ;> r. + <V, • l ^ r ,  (V„ ■ У , } , , )  .

Таким образом.

(915 : С)  : V =  ( ( Ч У ,  Ъ )  +  С) : Щ у ,  Z v ) +  V ) ) r s +
с2

+ ~)~((^у ' + tr()(V .y • Z v + tr?/))ys +
Ао

с2
+ v  ' Z ^ Y‘ ~ т t r 0  ' Z ^ Y‘ ~ т t r 1 (108)АО

где -Ẑ  =
Последнее соотношение показывает симметричность тензора 9tg и положительную 

определенность. В частности, для (  = ?/

№ : ( ) : ( =  { ( Щ у .  Z c) +  С) : Щ у ,  Z ( ) +  < ) } r ,  +

+ ^ « V ,  ■ Z c  + t r O V , 4- ^ ({ V „  ■ Z c ) r , -  m t r ( ) 2 . (109)
Ao Ao
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Поэтому.

: B ( x , w s )) : В(х  , ws) ^  а0 D(;r, w s) : D(;r, ws), a0 = const > 0 .
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THE ISOTHERM AL ACO USTICS: CASE LIQUID -  POROELASTIC MEDIUM
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Pobedy S tr., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: artur-gerus@mail.ru; sgritsenko@bsu.edu.ru

A bstract. Processes of isothermal acoustics in composite medium with two different 
components are under consideration. Composite medium consists of liquid and poroelastic medium. 
Poroelastic medium is filled with a fluid. Solvability of initial-boundary problem in generalized form 
is investigated. Homogenized models are derived in various cases.
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acoustics equations, poroelastic, homogenization of periodic structures, two-scale convergence.

mailto:artur-gerus@mail.ru
mailto:sgritsenko@bsu.edu.ru

