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Оценка произведений нескольких величин в терминах суммы некоторых других 
величин является известной математической задачей. Подобные неравенства играют
существенную роль в самой математике и многих её приложениях: математической
экономике, вариационном исчислении, теории оптимального управления, дифференци
альных уравнениях, теории сигналов, оценивании сложности прикладных алгоритмов 
и т.д. Примером таких оценок является неравенство меж ду средним геометрическим 
и средним арифметическим. Другим классическим примером является доказанное в 
1912 г. английским математиком Вильямом Янгом знаменитое неравенство, названное 
впоследствии его именем. Д ля двух чисел в простейшем случае неравенство Янга за-
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С.М. Ситником было замечено, что на самом деле неравенство Янга в традиционной 
формулировке это не одно, а пара неравенств. Так как левая часть неравенства (1)
симметрична, то на самом деле справедливо аналогичное второе неравенство
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и поэтому возникает естественная задача о сравнении неравенств (1) и (2).
Далее без ограничения общности будем полагать, что выполнены условия

У > х, р  > 2 > q > 1. (3)

Т еорем а 1. Пусть вы полн ены  у с л о в и я  (3), тогда
1. Если у  > х > 1. то оц енка  (1) л учш е,  чем  (2).
2. Если  1 > у  > х > 0. то оп енка  (2) л учш е ,  чем  (1).
3. Если у  > 1 > х > 0. то во зм ож ны  д в а  варианта. При соот нош ении
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точнее н еравен ство (1). При соот нош ении

при  д ан н ом  у  сущ ествует  крит ическое  зн а ч ен и е  х = х ,0  < х < 1, которое являет ся  
един ственным  р еш ен и ем  трансцендентного у р а в н е н и я
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В этом случае при х Е (0,х)  оценка (2) лучите, чем (1). а при х Е (х , 1) оценка (1) 
лучите, чем (2).

На все рассмотренные случаи можно привести численные примеры [2-4].
Аналогичные результаты получены и для п  чисел, но только в том случае, когда 

все числа леж ат с одной стороны от единицы. Когда числа могут быть расположены с 
разных сторон от единицы, то результаты неизвестны даж е для трёх чисел. Получены 
только некоторые результаты на основе компьютерных вычислений. Всего в этом случае 
получаем п\ вариантов обобщений неравенства Янга.

Теорема 2. При у сл овии ,  что вы полнены  неравенства 0 < х < у  < z < . . .  , 
наилучптим (в см ы сл е с  наим еньш ей  п ра вой  частью) и з  н еравен ств Я нга  будет  то, в 
котором параметры р, q, г  у п о р я д о ч е н ы  по возрастанию р  < q < г . . . ,  а наихудшим  (в 
см ы сле с  н аи бол ьш ей  п ра вой  частью) по у бы ванию .

Теорема 3. При у сл овии ,  что вы полн ены  неравенства  1 < х < у  < z < . . . ,  наилуч-  
птим (в см ы сл е с  наим еньш ей  п ра вой  частью) и з  н еравенств Я нга  будет  то, в котором  
параметры р, q, г  у п о р я д о ч е н ы  по у бы ван ию  р  > q > г . . . .  а. наихудш им  (в см ы сл е с  
наи бол ьш ей  п ра вой  частью) по возрастанию.

Рассмотрен такж е случай неравенств Янга (теперь мьт знаем, что их два!) с парой 
произвольных взаимно дополнительных функций Янга. По обычной схеме [1] можно из 
полученного уточнённого неравенства Янга вывести уточнённое неравенство Гёльдера 
(или исторически более точно: Роджерса-Гёльдера-Рисса). Результаты получаются как 
для дискретного, так и для интегрального случаев.
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