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Аннотация. На многообразии с контактной метрической структурой ((р, £, г), д, X, D) опре­
деляется и исследуется f̂ -связттость. Находятся условия, при которых (£>-связпость является 
адаптированной к контактной метрической структуре.
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1. В веден и е . Понятия iV-продолженной связности и iV-связности на многообразии 
с почти контактной метрической структурой введены в работах [1,2]. Связности Танака- 
Вебстера и Схоутена-ван Кампена [3,4] являются частными случаями iV-связности. 
В основе определения iV-связности леж ат внутренняя связность [5,6] и эндоморфизм 
N : D —>• D распределения почти контактной метрической структуры. Выбирая эндо­
морфизм N, мы получаем связность с нужными свойствами. В настоящей работе мы 
останавливаемся на изучении случая N = tp.

Пусть X  гладкое многообразие нечетной размерности п  = 2т  + 1, I IX  С°°(Х)~ 
модуль гладких векторных полей на X. Все многообразия, тензорные поля и другие 
геометрические объекты предполагаются гладкими класса С°°. Рассмотрим на X  почти 
контактную метрическую структуру (</?, £, ?/, д ) [5], где ip тензор типа (1,1), называемый 
структурным эндоморфизмом. £ и 1] вектор и ковектор. называемые, соответственно, 
структурным вектором и контактной формой, д  (псевдо) риманова метрика. Косо­
симметрический тензор П(х,у) = g(x ,ip y ) ,  х , у  £ ГТ Х .  называется фундаментальной 
формой структуры. Многообразие, на котором фиксирована почти контактная метриче­
ская структура, называется почти контактным метрическим многообразием. В случае, 
когда П = d/j. почти контактная метрическая структура называется контактной метри­
ческой структурой. Пусть D гладкое распределение коразмерности 1. определяемое 
формой ц, D1- = span(£) его оснащение: ТХ = DdBD^. Е сли ограничение формы ш = dq 
на распределении D дает невырожденную форму, то в этом случае вектор £ однозначно 
определяется из условий ?/(£) = 1. кетш = span(£) и называется вектором Риба. Будем 
называть D распределением почти контактной метрической структуры.

На протяжении всей работы мы будем использовать адаптированные координаты. 
Карту К (х а ) (cr,/3 ,7  = 1,...,/?.) (a , b , c , e  = 1 1 )  многообразия X  будем называть 
адаптированной к распределению D, если д п = £ [5]. Пусть Р  : ТХ —> D проектор, 
определяемый разложением ТХ = D ф I)1 . и К (х а ) адаптированная карта. Вектор­
ные поля Р{да) = е а = д а — Г™дп линейно независимы и в области определения соот­
ветствующей карты порождают систему D: D = span(fTa). На многообразии X, таким
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образом, определены неголономное поле базисов ( еа , д п) и соответствующее ему поле 
кобазисов (dxa,Q n = dxn + r™dxa). Непосредственно проверяется, что [еаеь] = 2шьад п - 
Адаптированным будем называть такж е базис е а = д а — Г”<9„. как базис, определяемый 
адаптированной картой. Заметим, что имеет место равенство <9„Г” = 0. Пусть К (х а ) 
и K'i^x01 )-адаптированньте карты, тогда получаем следующие формулы преобразования 
координат: ха = ха(ха ). хп = хп + хп (ха ).

Тензорное поле t типа (р , q). заданное на почти контактном метрическом многообра­
зии. называется допустимым (к распределению D), если t  обращается в нуль каждый 
раз. когда среди его аргументов встречаются £ или ?/. Координатное представление 
допустимого тензорного поля в адаптированной карте имеет вид:

t  = О ... О е ар О dxbl О ... О dxbq.

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных координа­
тах подчиняется следующему закону:

f a = Аа Ab'fa/^b а' Ъ 1

где Ааа, = дх а/дха!.
Введем в рассмотрение допустимые тензорные поля, определяемые равенствами 

hx = \(Lgp){x), С(х, у) = \(Lgi){x ,y) , g (Cx , y )  = С (х ,у ) ,  д (х ,ф у )  = и (х , у ) ,  Ьх = 
Сх — фх, х , у  £ Г ТХ. В случае контактного метрического пространства эндоморфизм 
ф совпадает с эндоморфизмом <р. В адаптированных координатах получаем: Ь.% = \дп'р>1, 
Саъ = \дпдаь-. C l  = g daCdb, Фа = g da,UJda- Будем использовать следующие обозначения для 
связности и коэффициентов связности Леви-Чивита тензора g: V , Г^7.

Т ео рем а 1 [7]. Коэффициенты св я зн о ст и  Л еви -Х1ивиты почти контактного метриче­
с к о г о  пространства в адаптированных координатах имеют вид : Tcab = Tcab, Г”ь = и)ьа — Саь, 
fan = f?m = c ba -  фьа,  Г”й = 0, Г“„ = 0, где Г“с = -2g ad{ebgcd + e cg bd ~ e dg bc).

Под внутренней линейной связностью на многообразии с почти контактной метри­
ческой структурой [5] понимается отображение V : TD x T D  —> TD, удовлетворяющее 
следующим условиям:

1) ^  f l X+fny  /l + /2 Vy 5
2) Vjf/y = f Vg y  + ( x f ) y ,

где TD модуль допустимых векторных полей. Коэффициенты линейной связности 
определятся из соотношения Vgae b = Tcabe c . Кручение внутренней линейной связности 
S  по определению полагается равным S(x, y )  = — ’Vgx — Р[х,у\. Таким образом, в
адаптированных координатах мы имеем S b̂ = ТсаЬ — Г£а.

Координатное представление тензора кручения внутренней связности указывает на 
целесообразность называть внутреннюю связность с нулевым кручением симметричной 
связностью. Действие внутренней линейной связности естественным образом продол­
жается на произвольные допустимые тензорные поля. Если кручение внутренней связ­
ности равно нулю и Vg = 0. то соответствующую связность будем называть внутренней 
метрической связностью без кручения.
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Внутренняя линейная связность может быть определена заданием горизонтального 
распределения над пространством векторного расслоения (D ,t t ,X ).  Будем говорить, 
что над распределением D задана связность, если распределение D = ■k~1(D). где тт : 
D —> X  - естественная проекция, разбивается в прямую сумму вида D = HD ф VD, 
где VD - вертикальное распределение на тотальном пространстве D.

Введем на D структуру гладкого многообразия, поставив в соответствие каждой 
адаптированной карте К (х а ) на многообразии X  сверхкарту К (х а ,хп+а) на многообра­
зии D, где хп+а координаты допустимого вектора в базисе е а = д а — Г”<9„. Построен­
ную сверхкарту такж е будем называть адаптированной. Задание связности над распре­
делением эквивалентно заданию объекта Gb(xa, хп+а) такого, что HD = Span{£a) .  где 
£q. = д а — Г”<9„ — Gbadn+b- В случае, когда Gb(xa, хп+а) = Т̂ с {;ха)хп+С. связность над распре­
делением определяется внутренней линейной связностью. Пусть V внутренняя линей­
ная связность, определяемая горизонтальным распределением H D , и N : D ^  D - поле 
допустимого тензора типа (1Д). iV-продолженной связностью называется [1.2] связность 
в векторном расслоении (D ,tt ,X ).  определяемую разложением TD = H D ф VD, такую, 
что HD = НD фSpan{u), где u g  = £ — {Nx)v , £ = д п , х £ D, (Nx)v вертикальный лифт. 
Относительно базиса (ба, д п , д п+а) поле и  получает следующее координатное представ­
ление: и, = д п — Щ хп+ьд п+а.

Кручением iV-продолженной связности называется кручение исходной внутренней 
связности. Будем использовать следующее обозначение для iV-продолженной связно­
сти: Vм = (V,N) где V  внутренняя связность. iV-продолженную связность назовем 
метрической, если V внутренняя симметричная метрическая связность и выполняется 
равенство V ^gab = dng ab -  Ncag cb -  Щ дас = 0.

Допустимое тензорное поле, определяемое равенством R (x ,y )z  = 'Vg'V^z — 'VgVgz — 
— P[Q[x, y\, z\, где Q = 1 — P, названо Вагнером [8] тензором кривизны Схо- 

утена. Координатное представление тензора Схоутена в адаптированных координатах 
имеет вид: Rdabc = 2ё^Тщс + '2Тще]Гщс . Тензор кривизны Схоутена возникает в результате 
альтернирования вторых ковариантньтх производных: 2V[aVb]t’c = Rcabeve + 4ujbadnv c .

В случае, когда распределение D не содержит интегрируемое распределение раз­
мерности п  — 2. обращение в нуль тензора кривизны Схоутена равносильно тому, что 
параллельный перенос допустимых векторов вдоль допустимых кривых не зависит от 
пути переноса [8]. Назовем тензор Схоутена тензором кривизны распределения D, а рас­
пределение D, в случае обращения в нуль тензора Схоутена. - распределением нулевой 
кривизны.

Векторные поля (£а = <9а—Г”<9„ —Гъасхп+сд п+ь, й  = д п — Г“<9га+а, д п+а), определяют на D 
неголономное (адаптированное) поле базисов, а формы (с1ха , 0 ” = с1хп + Г 0 ”+“ = 
dxn+a _|_ Tlcxn+Cdxb + Щ хп+Ьс1хп) - соответствующее поле кобазисов. Проводя необходи­
мые вычисления, получаем следующие структурные уравнения:

\̂а. 1 £ь] = 2OJba.U + Xn+d (2(jJbaNj + Rcbad) d n+C , (1)

[4 . <■] = -  т д а и . (2)

[-оi — Ги̂ д п-\-с ,
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[и, д п+а] = Ncadn+C .

Из (1). (2) получаем выражение для тензора кривизны iV-продолженной связности:

К(х, у)z = 2oj(x,y)Nz + R(x,y)z , (3)

К(£, х)у = Р(х, у) -  (V gN)y ,

где х, у, z e TD.
Говорят, что классическая связность V  с компонентами G^7 соответствует N- 

продолженной связности Vм, если в адаптированных координатах все компоненты G^7 
равны нулю, за исключением G£c = Г£с. G“c = iV“.

Бежанку [9] определяет связность V s  на многообразии Сасаки с помощью фор­
мулы V f  = Vgy — //(.riV,/i. — + с)(х-,у)£- В адаптированных коорди­
натах отличными от нуля компонентами P f"  связности V s  являются Г£“ = Г£с = 
\gad{ebfjcd + ё сдъа — ёаУьс)- Тензор кривизны связности Бежанку совпадает с тензором 
кривизны Схоутена. Построенная Бежанку связность, вообще говоря, не является мет­
рической. Так как V^ga.b = д пдаь, то метричность связности Бежанку эквивалентна (по­
чти) / i-контактности почти контактной метрической структуры. Определим на много­
образии с контактной метрической структурой классическую связность с помощью 
равенства = V §y + i](x)ipy. Назовем введенную связность (/^-связностью. Отличны­
ми от нуля компонентами (/^-связности будут Г^“ = Г£с = \gad{ebgcd + &суы  — ^.дьс)-, 
Г^“ = (/?“. Таким образом, (/^-связность соответствует (/^-продолженной связности с 
внутренней метрической связностью без кручения. Тензоры кручения и кривизны (/?- 
связности определяются равенствами S(x, y )  = 2ш(х, у)£ + y(x)tpy — y(y)tpx. K (x , y )z  = 
2ш(х, y)(pz + R(x, y )z  + i](x )(P (y , z) -  (VPgip)z) -  i] (y)(P (x , z) -  (VPg(p)z), x, y, z e  TTX  
(cm. (2) (3)).

Найдем условия, при которых (/^-связность является адаптированной к контакт­
ной метрической структуре. Проведем для этого необходимые вычисления. Равен­
ство Vv g  = 0 сведется к следующем двум  равенствам, записанным в адаптирован­
ных координатах: = 0. = 0. Первое из этих равенств выполняется в си­
лу метричности исходной внутренней связности. Второе равенство перепишем в виде: 
V „дьс = д пдьс — (Рь9ас — ‘fcQba = 0. Из определения контактного метрического про­
странства непосредственно следует, что последнее равенство эквивалентно равенству 
V „дьс = д пдьс = 0. Аналогично, равенство VJ5V = 0 эквивалентно равенство д п<рьа = 0. 
Таким образом, справедлива следующая

Т еорем а 2. Lp-свя зно ст ь, з а д а н н а я  на. контактном метрическом м но гообра зии ,  а дап ­
тирована. к  контактной м етрической  структуре тогда, и  только тогда., когда, простран­
ство явл я ет ся  К -контактным.
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A bstract. The (^-connectedness is defined on the manifold possessed the contact metric 
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