
146 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Г.. Я  Серия: Математика. Физика. 2015. №17(214). Вып. 40 

MSC 85А30

О РАЗРЕШ ИМ ОСТИ  СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ  
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ТИПА

В.Е. Федоров
Челябинский государственный университет, 

ул. Братьев Кашириных, 129, Челябинск, 454001, Россия, e-mail: kar@csu.ru

Клю чевые слова: гидродинамические уравнения, разрешимость, векторное поле.

При математическом моделировании в гидродинамике часто встречаются системы 
уравнений, содержащие уравнение несжимаемости V • v  = 0 и векторные уравнения.

П

содержащие сумму (v  • V ) ! ’ = £ i № „  где v  = (t’i, v-2, ■ ■ ■, v n). Такие системы уравнений
г=1

иногда называют системами гидродинамического типа. Исследуем на однозначную ло
кальную разрешимость начально-краевые задачи для одного класса систем уравнений, 
включающего в себя системы гидродинамического типа. Введем обозначения

V ( Ц г 1 )  Ухо 1 • • • ) VX n ) , v  (vxixi, VX1X3 , . . . ,  v X n X n ) .

Через J  обозначим некоторый интервал в М. содержащий точку to- Рассмотрим 
начально-краевую задачу для системы уравнений

(1 — \ V 2)г, = uV2v  + (q(t, х , v)  ■ V)v  + G(t,  v,  v,  |’) y+

n  n

+ G%( b Y’ P Vxi + Y  G%3 i ’ ~ r ’ (x, t )  e Q x  J,  ( l )
i= 1 г j  = l

V  • v  = 0, (x, t )  G П x J, (2)

v (x, t )  = 0, (x, t )  G dQ x J , (3)

v(x,  to) = Vo(x), x G П. (4)

Здесь П С  M” ограниченная область с границей dQ класса С°°, п  < 4. Пара- 
метр х ^ как правило, характеризует упругие свойства жидкости, а параметр 
v  G М её вязкие свойства. Вектор-функции v  = (t’i, V2, ■ ■ ■ , vn) (вектор скорости 
жидкости), г = (г'1, Гг, . . . ,  г п) (градиент давления) неизвестны. Задана вектор-функция 
q = (q1, . . .  , qn) и функционалы G, G%, G%K i , j  = 1 , . . .  , n,  зависящие от t, v  и от про
изводных функций , . . . ,  v n по переменным Х\,. . . ,  хп первого и второго порядков. G, 
G%, Gtj : М х Нд- х (L2(n ))'^”“+”3̂ —> М. Например. G, G%, Gtj могут быть функциями от 
интегралов по области или ее подобластям от функции v  и ее частных производных 
по пространственным переменным первого и второго порядков, функцией от значений 
v  в фиксированных точках области и т. п.
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Понятно, что при q( t , x , v )  = v  система (1). (2) является системой гидродинамиче
ского типа

Введем обозначения L 2 = (L2( t t ) )n , Н1 = (И/̂1 (£!))” , Н2 = (И^2 (£!))” . Через будем 
обозначать т -то декартову степень пространства L 2. Замьткание линеала £ = {г> £ 
(С ^ П ) )” : V  - г' = 0} по норме L 2 обозначим через Но-, а по норме Н1 через Н*. Будем 
использовать такж е обозначение Н2 = Н* П Н2. Обозначим через Н̂ - ортогональное 
дополнение к Нст в L 2. через Е : L 2 —> Нст соответствующий ортопроектор.

В пространстве £ рассмотрим оператор А = EV2. К ак известно, оператор А, про
долженный до замкнутого оператора в пространстве Нст с областью определения Н2. 
имеет вещественный, отрицательный, дискретный, конечнократньтй спектр, сгущаю
щийся только на —схэ [1].

С помощью редукции исследуемой начально-краевой задачи к задаче Шоуолтера 
для полулинейного уравнения соболевского типа в банаховом пространстве, используя 
методы теории вырожденных полугрупп операторов [2]. получим следующий результат

Т ео рем а 1. Пусть х Ф 0» X-1 ^  а (А); v  е  п  < 4, q £ С 1 ( J  х Q х R ”;R ”), 
G%i  <j= C l ( J  х Но х L 2 +ra ;М), vo £ Hr, to £ J . Тогда п ри  некотором t\ £ J ,  t\ > to, 
сущ ествует  един ст в енн о е  р еш ен и е  v  £ С*1 ([to, ti]; Н2), г  £ С*1 ([to, i i ] ; Н,,-) за д а ч и  (1) (4).

С л ед стви е  1. Пусть х Ф 0, \-1 ^  сг(^ ) ! ^  п  < 4 , q £ С 1 ( J  х Q х Мга;М”),
Vo £ Но, t o  £ •/. Тогда п ри  некотором t\ £ J , t\ > t o ,  сущ ествует  един ст венн о е  р еш ен и е  
V £ С*1 ([to, ti]; Н2), г  £ С*1 ([to, 11]; Н„-) з а д а ч и  (3), (4) д л я  системы у р а в н ен и й  о б о бщ ен н о г о  
ги д р о ди н а м и ч е ск о г о  типа с  н елин ейн ой  в зякост ыо

( l ~xV2)v t= +

V • v (x ,t )  = 0, (x, t )  £ Q x J. (6)

При ui = 0 (5), (6) является системой уравнений с линейной вязкостью, а при 
q( t , x , v )  = V системой уравнений Осколкова, моделирующей течение вязкоупругой 
несжимаемой жидкости [3, 4].
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Е
j , 7 7 1 = 1

(ж)| dx V2v + (q( t ,x, v ) - 'V)v — r, (x, t )  E Q x J , (5)
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