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Аннотация. Изучается комбинаторная задача о числе Nn различных связных графов над 
произвольным конечным множеством из п  занумерованных вершин. Предлагается алгоритм 
вычисления значений функции Nn , п  € N.

Клю чевые слова: разложения конечного множества, производящая функция, алгебра 
симметричных функций, связный граф.

1. Постановка задачи. Неориентированный конечный п р о ст ой  граф (т.е. граф 
с одним типом вершин и некратных ребер и не имеющий петель) с нумерованными 
вершинами представляется парой (V, Е). в которой V конечное множество, элементы 
которого называются в ерш инам и  и Е С V(-2\ V^  множество всех пар элементов из V. 
Элементы множества Е называются ребрам и  графа. Такое определение предполагает, 
в частности, что для любого графа {V, Е) любая биекция (отличная от тождествен­
ной) множества V на себя, которая индуцирует отображение множества смежности Е 
в множество смежности, отличное от Е. приводит к графу, не совпадающему с (V, Е). 
При этом графы различны, когда они имеют разные матрицы смежности, а не толь­
ко тогда, когда они топологически различны, то есть их матрицы смежности не могут 
получены друг из друга одновременной перестановкой строк и столбцов. Изучение та­
кого рода графов оказывается важным при построении разложений специального вида 
в статистической механике решеточных систем [1].

Множество Е порождает бинарное отношение см еж н о ст и  на V, на основе которого 
вводится бинарное отношение с в я з н о ст и  на V. А именно, пара {х,у}  С V определяет­
ся как связная, если существует последовательность (х, х\, х2, xn- i ,  у)  вершин из V 
такая, что {x j,x j+1} Е Е. j  = 0 , 1 , — 1. #0 = х, хп = У- Эта последовательность на­
зывается п ут ем  на графе (V, Е). Если множество всех возможных путей на этом графе 
дополнить тривиальными путями {х,х}, х Е V. то таким образом определенное отноше­
ние связности становится рефлексивным. Тогда, очевидно, что оно является отношением 
эк вивал ент но ст и .  Следовательно, отношение связности, согласно основному свойству 
отношений эквивалентности, разбивает множество V на непересекаютциеся подмноже­
ства связных между собой вершин. Каждое такое связное множество V', вместе со всеми 
ребрами, которые образованы парами {х^ у 1} вершин из V' такими, что {х^ у 1} Е Е со­
ставляет отдельный граф. Он называется с в я з н о й  ком пон ент ой  исходного графа. Граф 
([V., Е) называется свя зны м ,  если у него, при указанном разбиении, имеется только одно 
подмножество эквивалентности, то есть он состоит из одной связной компоненты.
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Поставим комбинаторную задачу об определении числа Nn всех возможных различ­
ных связных графов, то есть отличающихся множествами смежности, которые можно 
построить на заданном множестве V. \V\ = п  вершин. Поясним, что понимается под 
числом Nn. вычислением его в простейших случаях.

Пример: Определим несколько первых значений числа Nn. Начиная с п  = 4 перебор 
всех возможных связных деревьев становится довольно рутинным.

1. При п  = 1. V = {1} имеется только один граф ({1}, 0 ). состоящий из единственной 
вершины 1. Он же. по определению, является связным.

2. При п  = 2. V = {1, 2} имеется два графа и один из них связный (V = {1, 2}, Е = 
{{1, 2}}). Следовательно. N2 = 1.

3. При п  = 3. V = {1,2,3} имеется четыре связных графа, соответственно, со 
следующими множествами смежности: Е = {{1, 2}, {2, 3}}. Е = {{1, 2}, {1, 3}}. Е = 
{{1, 3}, {2, 3}}. Е = {{1, 3}, {2, 3}, {1, 2}}. Все они различны в смысле данного выше 
определения. Следовательно. Ns = 4.

4. При п  = 4. V = {1, 2, 3, 4}. Среди связных графов с четырьмя вершинами имеется 
16 различных древесных графов (см. [2]) и связные графы содержащие, по крайней ме­
ре. один цикл. Последние недревесньте графы разобъем на группы согласно различному 
топологическому типу без учета нумерации вершин. Таких групп четыре. Каждую  из 
них опишем множеством смежности, из которого все остальные множества смежности 
рассматриваемой группы графов получаются подходящей перестановкой вершин. Для 
каждой группы укаж ем  число графов, имеющихся в ней. которое легко устанавливается 
на основе комбинаторных соображений.

Первую группу представляет множество смежности Е = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}{3, 4}} 
и в этой группе имеется 12 графов. Вторую группу представляет множество смежности 
Е = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}} и в этой группе имеется 3 графа. Далее, третью груп­
пу представляет множество смежности Е = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, {2, 3}}. в кото­
рой имеется 6 графов. Наконец, последняя группа содержит один граф с множеством 
смежности Е = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, {1, 3}, {2,4}}. На основе такого перечисле­
ния заключаем, что имеется 22 связных недревесньтх графа. Следовательно, вместе с 
древесными графами, получаем, что N4 = 38.

В настоящей работе мы представим алгоритм расчета числа Nn. не использующего 
прямой перебор всех возможных различных связных графов.

2. М ето д  п роизводящ ей  ф ун кц и и . Решение задачи основано на вычислении 
вспомогательной производящей функции
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где функция Nn (s) такова, что Nn ( 1) = Nn и ряд сходится в некоторой области на 
комплексной плоскости е. При этом

( 1)
п =О

N j e ) = { b F { z ' e ) )  ^
(2)
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Опишем определение функции Nn(s). при котором будет использована техника, разра­
ботанная нами в [3]. Равным образом эта техника будет использована при вычислении 
F (z , e ) .

Пусть 1п = {1, 2,..., /?,} стандартное '«.-элементное множество. Заметим, прежде 
всего, что число Мп всех графов (не обязательно связных) над множеством 1п равно 
2”(”—I)/2. Это связано с тем. что в отношении меж ду двумя любыми вершинами с номе­
рами i и j  имеется только два возможных состояния: есть соединяющее их ребро, или 
оно отсутствует. Максимальное же число ребер, которыми можно соединить п  вершин, 
равно п (п  — 1)/2. Если для каждого графа (не обязательно связного) над множеством 
вершин, отмеченных метками из 1п. ввести переменные Сту. равные 1. если в этом графе 
имеется ребро между вершинами с номерами i и j  и 0. в противном случае, то любой 
граф однозначно описывается функцией cry. i , j  = 1 4- п. Тогда число всех графов сов­
падает с числом всех указанных функций, которое, как раз. равно указанному выше 
значению.

Введем последовательность (</?(/„; г^);/г Е N) с элементами

( ) = J_ J_ (1 + Sij) i (3)
{iJ}

где £ij. i, j  = 1 4- n  могут принимать любые комплексные значения.
Напомним, что разложением множества 1п называется неупорядоченный набор непу­

стых множеств ujj. j  = 1 -j- s. которые называются ком понент ам и  этого разложения и 
которые составляют дизъюнктивное разложение множества 1п .

U
/ = 1

u)i — In , ujj П Шк ф 0  , j  ф k , j ,  к — 1 . s ,

где s  мощность разложения. Кроме того, обратимся к специальной алгебре, с помощью 
которой нами были решены [2. 3] комбинаторные задачи, связанные с графами на мно­
жеством нумерованных вершин. А именно, последовательность Ф = {tp(In ', £ij)', п  Е N+) 
с <р(0 ) = 0 можно рассматривать как элемент идеала А0 коммутативной алгебры А 
последовательностей ( vm; т  Е N+) симметричных функций v m. определенных и изме­
римых на [0 ,1]т  со значениями в М. v m{Xm) = v m (x\, Х2, х т). Хт = (xi, x2, ■■■, хт). 
При т  = 0 элементы этих последовательностей полагаются константами. Линейные 
операции в этой алгебре определяются естественным образом как линейные операции с 
последовательностями. Произведение * в этой алгебре определяется для каждой пары 
последовательностей Е N+) и Е N+) на основе форму­
лы (см. [2])

(Т 111 * Т>2|)„(А'(/„)) = 5 ]  \ и ) ) ,
UCln

в которой использованы следующие обозначения: Х(ш) = (х^ , Xi2,..., Xis) для каждого 
uj = {«1, «2, • ••,?■«} С 1п и |о;| = s число элементов в ш.

Единицей алгебры А является последовательность (1 ,0 ,0 ,. ..) . При этом максималь­
ный идеал Ао этой алгебры состоит из последовательностей Т функций с vq = 0. Д ля
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элементов Т из А0 имеет место формула (см., например. [1].[3]

т —О

1
т\ * -к m i « ) )  = £  П  v H (X (u )) (4)

О

где суммирование в правой части производится по всем разложениям множества 1п .
Производя перемножение всех скобок в определении (3), получим (см. по этому 

поводу [1]). что
= (exp* Ф)(/„) , (5)

где Ф = (ф(1п ); п  Е N+) и
-г? j <б)(/'(-?»; <Ра) Y1  П

Фп {м}€Ф1г
а суммирование производится по всем связным графам над 1п с отношением связности 
Фп. В частности, если = 1. то фп = Nn.

Положим, теперь, = £ и определим функцию Nn (e) следующим образом:

ф(1п ; £) = £ - 1{Фп) = Nn(s)  , Nn( 1) = Nn (7)

где /(Ф„) число ребер в графе (1п ,Фп). При этом же условии

V ii . i t )  = (1 + »  M .W .

Заметим, что функции Мп (е)  и Nn (e) являются целыми функциями параметра е. 
Д ля вычисления производящей функции (1) напомним (см.[3]); что если значение 

линейной формы L{z; •) на алгебре А. зависящей от параметра ;  G С. на каждом эле­
менте Т G А определяется формулой

ОО ^ п
L(z; T) = J ] ^ y  / v n (Xn)dXn , 

п=0 [0,1]"
(8)

где dXn = dx idx2---dxn мера Лебега на [0,1]” . то эта форма мультипликативна и ее 
значения заведомо конечны в том случае, когда последовательность функций Т равно­
мерно ограничена.

Это означает, что для каждой пары элементов Т ^ )  с равномерно ограничен­
ными элементами имеет место равенство (см., например. [2. 3])

L{z- Т (1) * Т (2)) = L{z- Т [l])L{z- Т (2)) . (9)

Следствием линейности и мультипликативности формы L{z; •) является формула

L ^ e x p *  Т) = exp (b (z ;  Т )) , (10)

имеющая место для любого элемента Т G Aq.
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Положим теперь, что Т = Ф. Тогда, согласно (5),

которая связывает производящие функции последовательностей (Мп(е)',п  Е N) и

сходится при |1 + е| < 1. Следовательно, при этих же условиях сходится ряд для произ­
водящей функции F(z',e). Тогда при указанном ограничении на е ,  согласно (2) и (11), 
справедлива формула

Так как Nn ( e ) целая функция от е, то полученное в результате вычислений соглас­
но этой формулы выражение можно аналитически продолжить для любых значений 
е  Е Z. в частности, и на значение £ = 1. В результате, мы приходим к следующему 
утверждению.

Т ео рем а 1. х1исло в сех  св я занны х  граф ов  н а д  множеством вернтин 1п оп р ед ел я ет ся  
ф орм улой

3. А лго р и тм  вы ч и сл ен и я  Nn. Несмотря на то. что формула (11) не позволяет 
представить производящую функцию F(z; е)  явной аналитической формулой, на основе
(13) легко строится алгоритм вычисления чисел Nn для любого n  Е N. применение 
которого при этом позволяет избежать рутинного перебора всех возможных связных 
графов с фиксированным числом вершин. Этот алгоритм строится следующим образом.

L = (z; Ф) = L(z \ exp* Ф) = exp (L(z\ Т )) .

Это приводит к следующей формуле:

п =О

( П )
П= 1

(Nn (s)-,nE  N).
Заметим, что ряд в левой части (11), имеющий явный вид

(12)

(13)

Положим
(14)
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°°  у П

< ? (* « )  =
П= 1

Подставляя в (14) разложение

00 ( - 1 У - 1 
ln ( l + G(z; е ) )  = ^  — - —  Gl (z ; е)

i=i

и дифференцируя его п  раз почленно, используя правило
1 'П  J

_ я , м . . . я , м  = £  7 ^ - ?я 1">(..)...я<«>(г),

получим при Hi{z) = ... = Hi{z) = G(z',e), что

и. следовательно.

Е  п ^ ,
\  т = 0  /  z = 0  1 =  1 ( s i , . . . , S i > , S j € N + : j= 1 J

*’1 + .

где мы использовали, что разложение G(z; е )  начинается с первой степени л и. следо­
вательно. ряд по т  в правой части обрывается при т  = п. Полагая 6 = 1 .  приходим к 
следующему утверждению.

Т ео рем а 2. Д л я  чи с ел  Nn сп р а в едл и ва  формула

Е  п ^ £  (15)

1=1 {s1, . . . ,si),sj &i+ : j =  1 3
S -i +  . . . S l = n

Правильность построенного алгоритма легко подтверждается вычислением значе­
ний Nn при п  = 1 ,2 ,3 , 4. и сравнением их с теми, которые были получены в п. 1 перебо­
ром графов.
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