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Аннотация. В статье рассматривается задача восстановления искажённых фрагментов сигнально-
кодовой конструкции (СКК) под влиянием внешних помех. Показано, что такое восстановление 
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соотношения для восстановления в виде системы алгебраических уравнений. Приводятся 

результаты вычислительных экспериментов, демонстрирующих работоспособность предложенного 
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Введение 

Тенденцией настоящего времени является повышение интенсивности удаленного ин-

формационного обмена, связанного как с взаимодействием людей, так и наличием различ-

ного рода датчиков, фиксирующих различные процессы. 

В качестве примера можно привести концепцию интернет вещей, когда данные пере-

даются в произвольный момент времени. Это приводит к конкуренции за частотно-времен-

ные ресурсы каналов связи. В частности, могут возникнуть ситуации одновременной ра-

боты нескольких источников электромагнитного излучения, кроме того, в условиях город-

ской застройки проявляется эффект многолучевого распространения. Всё это приводит к 

неконтролируемым искажениям канальных сигналов и ухудшению условий декодирования 

сигнально-кодовых конструкций. Поэтому актуальной является задача синтеза таких сиг-

нально-кодовых конструкций, которые позволяют восстановить фрагменты, искаженные 

кратковременными воздействиями посторонних источников электромагнитного  излучения. 

[Жежеленко и др., 2012; Ефанов, Тихомиров, 2012; Коржов, 2007; Малков, Пудовкин, 2007; 

Стукалов, 2019; Тимиргазин, 2017; Быховский, 2011] 

 

 
Рис. 1. Помеха в виде отражения в многолучевом распространении 

Fig. 1. Interference in the form of reflection in multipath propagation 

 

Субполосный синтез сигнально-кодовых конструкций 

В дальнейшем предполагаем, что СКК формируются в виде вектора некоторой раз-

мерности N. Примером простейшей СКК при цифровой передаче информации служит век-

тор следующего вида 

 gex


= , (1) 

где '

1 ),...,( Nxxx =


; '

1 ),...,( Nggg =


– базисный вектор, штрих означает транспонирование; 

 }1,1{−=e . (2) 

Передача данных предполагает использование некоторого частотного диапазона (суб-

полосы) нормированной круговой частоты 

 ),[),[ 2112 VVVVV −−= , (3) 

так что для спектра Фурье СКК 

 ))1(exp()(
1

−−=
=

ijzxzX k

N

k

, (4) 

должно выполняться условие 
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 1||||/)(1 2− xxPV


, (5) 

где с учетом соотношений (1) и (2) имеется в виду энергия CCK 

 2

1

2

1

2|||| k

N

k

k

N

k

gxx 
==

==


; (6) 

и попадающая в субполосу (3) часть её энергии, которая определяется соотношением 

  2/|)(|)(2/|)(|)( 22 dzzGgPdzzXxP
Vz

V

Vz

V 


===


, (7) 

здесь )(zG  спектр Фурье вида (4) базисного вектора.  

Таким образом, левая часть соотношения (5) определяет просачивание энергии CKK 

за пределы выделенной субполосы, что может служить мерой межканальной интерферен-

ции. Поэтому основным условием при синтезе CKK служит вариационное условие макси-

мизации при заданной её размерности (длительности передачи) доли энергии, попадающей 

в заданную субполосу, которое с учетом (6) и (7) имеет вид 

 max||||/)( 2== ggPd V


. (8) 

Для решения этой вариационной задачи в последнее слагаемое (7) подставим определе-

ние спектра Фурье вида (4) для базисного вектора. В результате (8) преобразуется к виду 

 2' ||||/ ggAgd V


= , (9) 

где NkiaA V

ikV ,...,1,},{ == – субполосная матрица, элементы которой определяются соотно-

шениями 

 2/))(exp( dzzkija
Vz

V

ik −−= 


. (10) 

После интегрирования с учетом симметрии субполосы нетрудно получить соотношения 

 NiVVaV

ii ,...,1,/)( 1 =−=  ; (11) 

 kikikiVkiVaV

ik −−−−= ),(/))(sin()((sin( 12  . (12) 

Таким образом, субполосная матрица является теплицевой и в виду определения  

(7) положительно определенной. Поэтому она представима в следующем виде  

 '

VVVV QLQA = , (13) 

где VL – диагональная матрица положительных собственных чисел 

 ),...,( 1 NV diagL = , (14) 

которые предполагаются упорядоченными по убыванию 

 0...21max = N , (15) 

а }...{ 1

N

N

V

V qqQ


= – ортогональная матрица соответствующих собственных векторов 
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 )1,...,1('' diagIQQQQ VvvV === , (16) 

и справедливо соотношение 

 
VVVV LQQA = . (17) 

В соответствии с определением собственных векторов и чисел [Беллман, 1969] реше-

нием вариационной задачи (8) является вектор 

 Vqcg 1


= , (18) 

где 0c  положительный вещественный коэффициент пропорциональности, а отношение 

(9) равно максимальному собственному числу субполосной матрицы 

 max=d . (19) 

Таким образом, оптимальный в смысле требования (8) вектор определяется уравнением 

 gAg V


=max . (20) 

 Пусть далее  

 ''

2

'

1 ),( ggg


= , (21) 

где имеются в виду под векторы ),...,( 1

'

1 Mggg =


; ),...,( 1

'

2 NM ggg +=


. 

Легко понять, что из уравнения (19) следует уравнение для первого подвектора 

 
2121111max gAgAg vv 

+= , (22) 

где MkiaA V

ik

V ,...,1,},{11 == ; NMkMiaA V

ik

V ,...,1,,...,1},{12 +=== . 

Имея в виду единичную матрицу (16) соответствующей размерности, отсюда полу-

чаем систему линейных алгебраических уравнения (СЛАУ)  

 21211max )( gAgAI VV 
=− . (23) 

Ясно, что если определитель матрицы в левой части не равен нулю 

 0)det( 11max −= VAID  , (24) 

то решение этой СЛАУ имеет следующий вид 

 21 gBg V

M


= , (25) 

где 

 VVV

M AAIB 12

1

11max )( −−=  . (26) 

Таким образом, получено соотношение (25), которое определяет метод вычисления 

одного подвектора СКК по другой. Подобные соотношения можно получить и для других 

подвекторов. Иными словами, можно получить СЛАУ, позволяющие восстанавливать ис-

каженные подвекторы (18) по остальным, которые предполагаются неискаженными. 

Сопоставив соотношения (7), (8) и (19), нетрудно понять, что максимальное собствен-

ное число определяет долю энергии базисного вектора СКК (18), попадающей в заданную 

субполосу. В работе [Жиляков, 2015] показано, что максимальное собственное число 
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субполосной матрицы не превосходит единицы. Поэтому необходимо с достаточной точ-

ностью обеспечивать условие  

 11 max −=  . (27) 

С другой стороны, необходимо принимать во внимание условие (24), чтобы соотношение 

восстановления (25) было справедливо. Ясно, что матрица VA11  также является субполосной и 

меньшей размерности. Поэтому для нее справедливо представление вида (13), в котором в диа-

гональную матрицу упорядоченных по убыванию собственных чисел обозначены в виде 

 ),...,( 11 −= NffdiagF . (28) 

В этих обозначениях определитель матрицы в (24) можно представить в виде следую-

щего произведения 

 )( max

1

1

k

N

k

fD −=
−

=

 . (29) 

Таким образом, гарантией выполнения условия неособенности (24) для матрицы (26) 

максимальное собственное число матрицы VA11  должно удовлетворять неравенству 

 max1 f , (30) 

для её размерности вплоть 1−N , что позволяет восстанавливать подвектор 1g


только по 

одному значению вектора СКК (18). 

В работе [Жиляков, 2015] показано, что среди собственных чисел субполосной мат-

рицы могут быть весьма близкие к единице. Их число определяется приближенно 

 4]/)[( 12 −−= KVVJ , (31) 

в котором квадратные скобки означают целую часть числа, а K – размерность матрицы. Та-

ким образом, при выполнении неравенства  

 )/(2 12 VVK −   (32) 

равных единице собственных чисел не будет 

Пусть теперь размерность N  исходной матрицы VA удовлетворяет неравенству (32). 

Положим,  

 
'' )0,(wy


= , (33) 

где 
'w


 – собственный вектор матрицы 

VA11  размерности N-1, который соответсвует макси-

мальному собственному числу, так что справедливо соотношение 

 wAwf V 
11

'

1 = . (34) 

Поэтому, с учетом определения этой матрицы, как углового квадратного блока мат-

рицы VA и определений (8) и (18), нетрудно показать справедливость неравенства 

 max

'

1 = yAyf V


. (35) 

Таким образом, условие (30) может быть выполнено. 

Вычисления показывают, что выбор субполосы с границами 
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 NVV /2 ;0 21 ==  (36) 

позволяет выполнить неравенства (27) и (30). Этот вывод иллюстрируют данные приве-

денной ниже Таблицы 1. 
Таблица 1 

Table 1 
Значения максимальных собственных чисел 

Values of maximum eigenvalues 

N 10 40 100 400 

max  0,9823 0,9811 0,9811 0,9811 

1f  0,9695 0,9784 0,9800 0,9808 

  

Как и следовало ожидать с ростом размерностей разница между максимальными соб-

ственными числама уменьшается. 

Заметим, что матрицы вида (26) можно вычислить заранее на приемной стороне и за-

тем использовать. Очевидно, что при выполнении равенства 

 1−= NM , (37) 

когда  

 
'

,12112 ),...,,( V

NN

V

N

V

N

V aaaA −=  (38) 

матрица (26) тоже будет вектором-столбцом, который пропорционален части используе-

мого собственного вектора 

 
V

N

V

N

VV

N qqquB 1

'

1,1111 /),...,( −− ==


. (39) 

Отметим, что знаменатель в (39) гораздо меньше единицы, так как евклидова норма 

собственного вектора равна единице. Поэтому на результат восстановления будет сильно 

влиять наличие флуктуационных шумов канала связи. 

Рассмотрим теперь случай формирования СКК в виде линейной комбинации соб-

ственных векторов, которые в виду (16) будут ортонормальными 

 kk

K

k

qecx



=

=
1

, (40) 

где  

 Kkek ,...,1},1,1{ =− . (41) 

При этом предполагаем, что выбрано такое значение следа субполосной матрицы (со-

держимое в квадратных скобках (31)), обеспечивающее наличие K равных единице соб-

ственных чисел, которым и соответсвуют входящие в (40) собственные векторы. В Таб-

лице 2 ниже приводятся примеры, показывающие достижимость этого требования. В этом 

примере в качестве границ субполосы использовалось следующие значения 

 4/ ;0 21 == VV . (42) 

Эти данные показывают, что таких векторов может быть довольно много, причем 

энергии векторов (40) будут практически полностью сосредоточены в субполосе (42). 
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Таблица 2 

Table 2 

Количество единичных собственных чисел и доля восстанавливаемых компонент ССК 

The number of unit eigenvalues and the fraction of the recoverable component of the SSC 

N 16 40 100 400 800 

Значение следа матрицы 4 10 25 100 200 

Количество единичных собственных чисел K  1 6 20 94 192 

Процент восстанавливаемых значений p 50 20 8 2 1 

 

Кроме того, вектор (4) будет также собственным вектором субполосных матриц с эле-

ментами вида (11), (12), которым соответствует собственное единичное число 

 xAx V


= . (43) 

При этом уравнение восстановления (23) принимает вид 

 212111)( xAxAI VV 
=− , (44) 

где  

 '

11 ),...,( Mxxx =


; '

12 ),...,( NM xxx +=


. (45) 

Возникает необходимость определить допустимую размерность подматрицы VA11 , ко-

гда матрица в левой части (44) будет неособенной. Приближенную оценку снизу можно 
получить из соотношения 

 2/.2 VM = , (45) 

если принять во внимание соотношение (36) и данные Таблицы 1. 

Отсюда получаем соотношение  

 2/2 VM = , (46) 

которые в соответсвии с (42) дает 

 8=M . (47) 

Это значение использовано при заполнении третьей строки Таблицы 2 при вычисле-
нии процента восстанавливаемых компонентов вектора ССК, как отношения 

 NMp /100= . (48) 

Заключение 

Разработан метод формирования сигнально- кодовых конструкций для цифровой пе-
редачи информации, который позволяет восстанавливать их искаженные фрагменты по не-
искаженным Показано, что для этого целесообразно использовать собственные векторы 
субполосных матриц, которые также гарантируют полное попадание энергии СКК в задан-
ном частотном интервале (субполосе).Получены уравнения восстановления и установлены 
условия его разрешимости в виде соотношения для размерности фрагментов, доступных 
для восстановления. 
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