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Аннотация. Изучается класс периодических основных состояний сферически симметрич
ной векторной модели статистической механики решеточных систем с парным обменным вза
имодействием с суммируемым обменным интегралом. Показано, что векторное поле, миними
зирующее энергию, при отсутствии вырождения обменнох'о интеграла таково, что ei'o фурье- 
образ сосредоточен не более чем в двух противоположных по знаку точках к-проетранетва.
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В веден и е. Настоящая работа является продолжением исследований, начатых в |1|, 
Объектом этих исследований является классическая задача теории магнетизма (см. |2|) 
-  описание класса векторных нолей, реализующих минимум фиксированного магнит
ного гамильтониана. Как и в работе |1|, эту задачу мы будем изучать в рамках так на
зываемой векторной сферически симметричной модели статистической механики клас
сических решеточных систем без учета в ней внешнего магнитного ноля |3|, В отличие 
от указанной работы, мы рассмотрим случай, когда обменный интеграл, описывающий 
взаимодействие пар магнитных моментов в узлах решетки, обладает фурье-образом, 
минимум которого реализуется на таком множестве X  нар, взаимно-противоположных 
но знаку волновых векторов, которое содержит более одной нары. При этом парный 
обменный интеграл предполагается суммируемым на решетке. Мы покажем, что класс 
распределений векторных нолей на решетке, минимизирующих энергию, является, но 
сути, тем же самым, что и в случае, когда указанное множество состоит из одной нары, 
а именно эти векторные ноля представляют спиралеобразные структуры.

1. В екторная реш еточная м одель. Рассмотрим модель бесконечной идеальной 
кристаллической решетки в виде дискретного периодического множества А в M.d, cl = 
1,2,3. Д ля простоты, будем считать, что решетка обладает простой элементарной кри
сталлической ячейкой и, бо.лее того, представляет собой простую кубическую решетку, 
то есть ее постоянные векторы решетки ei, ег, ез (cl =  3) взаимно ортогональны и име
ют одинаковую длину, которую, опять же для простоты, будем считать единичной и 
физически безразмерной. В этом случае множество А =  Z d,

d
Ъл =  | х  : х  =  ^  щ в г , щ  G Z , г =  1, 2, з | .

i=i
(1)
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Здесь полагается, что начало отсчета 0 совмещено либо с одним из узлов Л, либо с 
центром ячейки.

Обозначим посредством Лдг конечное подмножество из Л, определяемое как

d
A n  =  | х  =  щег : щ  =  — L / 2  +  к, к =  0 4- L,  г =  1 Ч- ,

г = 1

где N  = (L + l ) d и L  G N. Это множество служит моделью конечного образца кристалла 
с простой элементарной кристаллической ячейкой, где число L -  является его разме
ром. Если L  нечетно, то начало координат помещается в центр тяжести элементарной 
ячейки, если же L  четно, то -  в узел решетки.

Обозначим, далее, посредством класс всех векторных (нсевдовекторпых) нолей 
(sj(x) : х  G M.d,i  =  1,2,3; Sj(х )Sj(х) =  s'2). По повторяющемуся векторному индексу j  
здесь и далее предполагается суммирование от 1 до 3. Таким образом, независимо от 
размерности d решетки, ноле всегда полагается трехмерным. Поэтому, далее, во всех 
выражениях, в которых векторный индекс не повторяется, полагается, что он принима
ет значения от 1 до 3, а если векторный индекс у ноля не указывается, то оно выделяется 
жирным шрифтом как и узлы решетки. ^

Пусть каждому распределению ноля (sj(x);x  G A n ) сопоставлено значение гамиль
тониана

Нлг[в] =  — У  / ( x i  -  x 2)s i(x i)s i(x 2) (2)
<х1,х2)еЛ^

-  энергии ноля s(x) в кристалле Лдг, Решеточная система статистической механики с 
гамильтонианом (2) называется сферически симметричной векторной моделью в отсут
ствии внешнего магнитного ноля. Здесь функция /(х ) , заданная на решетке Л, пред
полагается обладающей свойствами симметрии /(х )  =  / ( —х) и достаточно быстрой 
сходимости к пуню при |х| —у оо такой, что

J ^ | / ( x ) | < o o .  (3)
хеЛ

В статистической механике часто используется конструкционный прием, который 
называется введением периодических граничных условий |1|, Этим термином обознача
ется сопоставление системе с гамильтонианом Hjv системы с гамильтонианом, обозна
чаемым нами далее Н [-; Л^], который определяется на классе периодических но modAjv 
нолей s на Л,

3. Задач а  об определении  основного состояния. В рамках моделей с гамильто
нианами вида (2) и соответствующих каждому из них периодических аналогов Н [-; Л tv] 
представляет особенный интерес решение задачи об описании таких нолей (sj(x); х  G Л),

1На самом доле, из полученного основного результата работы вытекает, что он остается верным и
в том случае, когда размерность вектора s* равна двум. Одномерный же случай, соответствующий
так называемой модели Изинга, является вырожденным и на него результат настоящей работы не 
распространяется.



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №5(176). Вып. 34 129

= j  £  = j ,  Y ,  . (7)
к € Л д г  к € Л д г

выполняющиеся во всех узлах х G Ъа.
Из условия / ( —х) =  /(х )  и определения (4) следует, что функция /(к )  вещественна 

и дня нее имеет место равенство / ( —к) =  /(к ) . Кроме того, заметим, что, в силу абсо
лютной суммируемости /(х )  на Л (см. (3)), в формуле (4) возможен термодинамический 
предельный переход A n  —> А при L —> оо,

/(к)  =  ^ / ( х ) е х р ( - г ( к , х ) )  , (8)
хеЛ

а также, как следствие, — такой же предельный переход в формуле (6), который при
водит к представлению

=  (9)
к е Л

где Л =  (—7Г, 7r]rf. При этом функция / (к)  непрерывна внутри Л и периодическая но 
mod Л, Свойство абсолютной суммируемости обменного интеграла / (х) гарантирует 
непрерывность / (к)  на границе об.насти Л,

Вещественная функция / (к)  определена для всех векторов к, составляющих про
странство M.d. в котором она является периодической но mod Л, В силу свойства / ( —к) =  
а д ,  если эта функция имеет глобальный минимум в какой-либо точке k* G Л, то она 
обязана иметь такой же минимум в точке —к*.

При решении задачи описания класса основных состояний векторной модели мы 
будем в настоящей работе предполагать, в отличие от |1|, что множество М  нар точек
{к*,—к*} вместе с возможной точкой к* =  0 (для которой нет парной), в которых
функция / (к)  достигает глобального минимума в Л, не состоит только из единственной 
нары.

Д ня решения задачи о минимуме преобразуем гамильтониан следующим образом. 
Подставим в периодический гамильтониан

H[s(x); A n ] =  ^  У  / (х !  -  x a ^ x ^ s ^ x a )
xiSA, хзеЛдг

разложения (7). Тогда, после естественных преобразований (см. |1|), получим

H[s(x); A n ] = а д М к )Г- (10)
к е Л д г

Пусть функция I n ( к) имеет глобальный минимум в какой-то паре точек {к*, —к*} С 
Лn  (.пибо в точке к* =  0). Тогда при L —> оо, когда Лn  —> А, в силу иенрерывиости 
функции /(к ) , во всех точках из Лдг, соответствующих кристаллу A n  с размером L, 
имеет место предельное соотношение ImdN(к) —> / (к )  при т  —> оо, когда размер L
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кристалла Лn  увеличивается пропорционально т  G N. Однако, при переходе к такому 
пределу глобальный минимум функции /(к )  может появиться в точке к*, которая не 
содержится ни в одном из множеств Лдг, Не отвлекаясь на эти математические тонкости, 
будем решать задачу об описании класса основных состояний гамильтониана только для 
того случая, когда точки минимума функции /(к )  не зависят от размера L  кристалла, 
начиная с некоторого его значения.

Итак, необходимо минимизировать квадратичную форму (10) с учетом N  условий 
Sj(x) =  1, х  G A n . Всю совокупность этих условий запишем в следующей эквивалентной 
форме

8 * { х ) е ~ ™  = М6ъ,0 , k G Лдг.
х е Л д т

Подстановка в левую часть, фурье-нредетавлепия (7) векторного ноля Sj(x) приводит 
эту систему условий, ограничивающих возможный выбор ноля Sj(x) при минимизации 
квадратичной формы (10), к квадратичной форме в терминах ноля Sj(k),

У  s^(x)e"t(x’k) =  -^2 У  s ^ k ^ s ^ k a )  ехр(г(х, к 1 - к 2 -  к)) =
х е Л д т  k i , k 2 e A j v  х е Л д т

=  ^  ^ ( k i ) ^ ( k 2)^kb k2+k = ^  S j i k ^ S j i k ' - к ) .
ki,k2€A дг к'бАдг

Таким образом, имеем

^ ” =  775 £  %(к%*(к' - к) . (12)
к ' е Л д г

При этом на иоле Sj(k), ввиду его комн.некснозначности, наложены дополнительные 
условия s*(k) =  Sj(—k).

Поиск минимума формы (10) при совокупности условий (12) производится следую
щим образом. Сначала, находятся ноля Sj(k), реализующие минимум с учетом только 
одного условия из списка (12), а именно при к  =  0,

£  M k ) |2 =  iv2 .
k €  Лдг

Затем дня нолей этого класса проверяется выполнимость условий (12) при к  ф 0,
При учете только условия с к  =  0 нужно минимизировать линейную форму

н N = ^  Н к Уп(к) 1 (13)
к е Л д г

у которой неотрицательные переменные ?/(k) =  |s j(k ) |2 подчинены условию

£  ч<к> = N '*' <14>
к е Л д г
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При этом переменные ? / ( к )  не являются независимыми, а подчинены условиям

?Кк ) =  ?К ~ к ) , к  G Лn  , (15)

где к  ^  д(—7Г, n]d. Используя непрерывность функции / ( к ) ,  можно считать, что в форме 
допускаются также все слагаемые с векторами k  G д(—п ,n]d и последнее ограничение 
можно опустить.

Минимизация линейной формы на выпуклом множестве 3? =  { / / ( к )  >  0 : к  £ 
A jv ,  ^ 2  ? / ( к )  =  N 2 }  сводится к выбору набора значений ? / ( к )  на его границе. Среди

к€  Лдг
всех граничных точек реализуют минимум только те, в которых достигается абсолют
ный минимум функции /(к ) . Ранее было указано, что эта функция обладает свойством 
инвариантности /(к )  =  / ( —к), если к находится внутри A n - Если же к  находится на 
границе куба Лn  (но не в угловой точке), то рассмотрим два случая. Если вектор к 
.нежит на внутренней части какой-либо стороны Лдг (не на ребре), то выполняется 
J(pr(k)) =  / ( —pr(k)), где рг обозначает проекцию Лдг на: координатную плоскость, па
раллельную этой стороне. Это следует из формулы (8), в которую нужно подставить, 
например, к  =  +  рг(к). Если же вектор к  .нежит иа внутренней части ребра куба
A n , то в указанной формуле операция рг обозначает проекцию на координатную ось, 
параллельную этому ребру, что вытекает из аналогичной подстановки в формулу (8), 
например, к  =  7г(е1+ е 2)+ рг(к)ез. Отождествив противоположные стороны границы об
.насти A n , можно считать, что функция /(к )  инвариантна относительно преобразования 
к => —к на Лn  е учетом такого отождествления, что будет далее везде подразумеваться. 
Возможность включения угловых точек куба в множество X  мы не рассматриваем.

Обозначим посредством X  подмножество в замыкании с1(Лдг), с учетом отождеств
ления противоположных сторон, дня тех векторов к, в которых реализуется этот гло
бальный минимум. Это множество инвариантно относительно отражений — X  = X,  
ввиду свойства (15), если иод отражением понимать сделанное выше соглашение об 
отождествлении сторон An,  а также ввиду того, что дня этих точек минимума име
ет место /(к )  =  / ( - к ) .  Кроме того, нужно учесть инвариантность минимизируемой 
формы относительно замены к => —к. Тогда функции ?/(к), дня которых достигается 
минимум формы (13) могут быть не равны нулю только для k  G X.  Отсюда следует, 
что векторное иоле Sj (к), в общем случае, может быть отлично нуля только при k  G X.

Потребуем теперь выполнимости соотношений (12). После подстановки в эти соот
ношения , иолучим

4 , о  =  У  S j ( k / ) ^ ( k '  -  к ) . (16)
к'еэс, к - к ' е э с

При анализе того, к каким ограничениям приводит совокупность этих соотношений, 
предположим, что множество X  удовлетворяет следующему условию: для любой пары 
векторов ki и к 2 из X  выполняется ki — к 2 X  (в частности, это предполагает, что 
0 ^  X  точно также как и угловые точки куба An).  Если такое допущение имеет место, 
то в представленной сумме найдутся отличные от нуля слагаемые только в том случае, 
когда к  =  0, k =  k i — к 2, к ь к 2 G X,  к г ф  к 2. Это приводит к |ЭС|(|ЭС| — 1) +  1 услови
ям. При подстановке каждого из этих значений к в представленной сумме отличны от



тождественного нуля только два совпадающих друг с другом слагаемых с s j(k i)s* (k 2) 
при к | — к2 к. По этой причине, мы получаем, па основании (16), следующий список 
условий

132 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Щ Ж  Серия: Математика. Физика. 2014. №5(176). Вып. 34

Зафиксируем в списке этих соотношений вектор k i  G X.  Тогда в нем, наверняка, 
имеются два соотношения: sj(ki)s*j(k2) =  0, s j(k i)s^ (—k 2) =  0 с фиксированным векто
ром к 2 ф ki из X. Разложим каждый из векторов Sj(k;), k; G X  па сумму реальной и 
мнимой частей: Sj (k;) =  cij( к') +  ?'6j(k/). Тогда из представленных соотношений следует, 
что S j(k i)a j(k2) =  0, S j(k i)6j(k2) =  0, и поэтому

Кроме того, выбрав к =  — 2ki и к =  —2к2, получим дополнительные соотношения

то есть дня каждой нары k b к 2 G X  должны существовать четыре вектора, являющиеся 
все попарно взаимно ортогональными. Это может быть только в том случае, когда один 
из них равен пуню. Такое положение невозможно, в силу указанных равенств длин 
векторов Oj(ki) и 6j(ki), а также cij(k 2) и 6j(k2).

Следовательно, распределение векторного поля Sj(к) и, соответственно, но.ня Sj(x), 
реализующее минимум функционала (10) (соответственно (2)) таково, что в сумме (13) 
имеется только два ненулевых слагаемых с ?/(к;) и ?/(—к') при некотором произволь
ном, по фиксированном векторе k; G X.  Тогда распределение векторного но.ня Sj(x), 
реализующего минимум энергии, вид

где векторы cij(k ;) и bj(k;) взаимно ортогональны и равны по своей длине.
Наконец, обратимся к равенству (17). Оно позволяет определить длину векторов

(17)
к'еэс

аД к ^аД кз) =  0 , ^ (к ^ а Д к з )  =  0 , аДк^&Дкз) =  0 , ^(к^& Д кз) =  0 .

si(x ) =  ^ Re М к') +  г6,-(к/))е*(к,’х)

(18)

где m =  cij{k!)/\aj{k')\ и n =  -6,-(к')/|Ь,-(к')| - взаимно ортогональные единичные
векторы.
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Таким образом, поло Sj(x), при условии, что множество X  по содержит 0 и угло
вых точек куба Л ^, реализующее минимум функционала энергии геометрически, пред
ставляет собой спиральную ,магнитную структуру , определяемую произвольной парой 
взаимно ортогональных векторов т и п и  вектором k ' е  X  С Лдг, который определяет 
направление оси и шаг спирали.
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G R O U N D  STATE OF V E C T O R  LATTICE M ODEL  
W ITH  PA IR  IN T E R A C T IO N  

TH E D E G E N E R A T E  EX C H A N G E  IN T E G R A L  CASE
A .S. K lyuyev, Yu.P. Virchenko
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Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: virch@bsu.edu.ru

A bstract. The class of periodical ground states of spherically symmetric vector model of 
statistical mechanics is studied. It is done at the supposition that external field is absent and 
the exchange integral in its hamiltonian is integrable. Besides, it is supposed that the Fourier-image 
of exchange integral is degenerate that is the Fourier-image of pair-exchange integral has more than 
one pair of sign-opposite points in k-spaee where its minimum is realized. It is shown that the vector 
field should be concentrated only at one pair point of k-spaee with opposite sign as it is in the case 
without the degeneracy of exchange integral.

K ey words: vector model, hamiltonian, ground state.
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