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Аннотация. Получен критерий определенности .линейных операторов с многомерными 
частными интегралами на пространстве непрерывных функций определенных на параллеле
пипедах D = [a,i,bi] х [а,2, 62] х • • • х [ап, Ьп\.
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1. В ведение. Статья содержит условия определенности линейных операторов с мши'омер
ными частными интегралами на пространстве C(D), где D = [а,1, 61] х [0,2, 62] х ••• х [ап,Ъп\. 
Свойства операторов с частными интегралами в различных функциональных пространствах 
изучались в работах Ю. Аннелля, П. П. Забрейко, А. С. Калитвина, В.А. Калитвина, Е.В. Фро
ловой и других авторов. Достаточные условия действия в С(Т  х S) операторов содержатся в 
работах [1, 2-4], где Т  и S  компактные множества в Rm и Кп. Критерии действия линейных 
операторов с частными интегралами в C([a,b\ х [c,d]) приведены в [1, 2, 4|, а в общем случае 
пространства С(Т  х S) неизвестны. Неизвестны они и в случае C{D\ х D2 х • • • х Dn), где Di

компактные множества. Тем не менее, в настоящей статье критерий действия операторов 
установлен в случае Di = а при ех’о получении существенную роль играет теорема Ра
дона о представлении линейного непрерывного оператора, действующего в пространстве C(D) 
в виде многомерного интеграла Стильтьееа.

2. М ногомерный интеграл Стильтьееа. Теоремы Рисса и Радона. Пусть в п- 
мерном пространстве задан параллелепипед [а,1, 61] х [0,2, 62] х ••• х [ап,Ьп\. Определим вер
шину v данного параллелепипеда как точку т, для которой каждая координата равна ли
бо a,i, либо bi. Параллелепипед [a,1, 61] х [0,2, 62] х ••• х [ап,Ьп] можно задать но двум точ
кам а = (oi, а,2, . . . ,  ап) и 6 =  (61, 62, . . . ,  Ъп) с наименьшими и наибольшими координата
ми соответственно, поэтому обозначим его Da5 =  I). Пусть на I) заданы две ограниченные 
функции /(т )  и д(т), где т =  (т\, т2, . . . ,  тп), где Ti € [(ц, hi], V?’ =  1, 11. Разобьем паралле
лепипед произвольным образом на части Dk гиперплоскостями yi = тц̂ , проходящими че
рез точки a,i = Tio < тц < .. .  < T%mi =  bi, i = 1 4- п, где к = (к\, к2, . . . ,  кп) муль- 
тиипдекс, ki номер точки разбиения тцц i-го отрезка, }ц = 1,2, . . . ,n i i ,  число всех па
раллелепипедов Dk равно Y\. m i- Положим Л =  max Ад., где Ад диаметр параллелепипеда

г
п

Dk = Ц[т^кч-1 ) ,т ч] = Вт^-итм., h  = 1 , 2 А назовем диаметром разбиения. Обо-
i= 1

значим Ni~(v) количество координат вида т ц^- 1 ) (левые концы отрезков [т^д.._1), r^-J) среди 
компонент вектора V. Величина А кд(т) = XX- l ) Nk^  g(v) приращение функции д(т) на

V

прямоугольном параллелепипеде Dk. Сумма берется по всем 2п вершинам.

Работа поддержана Минобрнауки России (проект №1.4407.2011).
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Выберем в каждом параллелепипеде Dk точку = (Cifci, 6 fc2> • • • >£пкп), ГДС Ыч G [тг(кч-  1 ),ШЧ 
и составим п- мерную интегральную сумму Стильтьееа

mi m2 mn
s  =  ■ ■ ■ E  A^ ( r )-

f c i = l f c 2= l  k„=l

Конечный предел интегральных сумм Е при А —>■ 0 называется интегралом Стильтьееа 
функции /(т )  но функции д(т) и обозначается

b i  bn ь п

J  j  ... j  /  ( t  ) dg(r) =  lim E =  J. (1)
al a2 an

Функция /(т ) в  прямоугольном параллелепипеде I) интегрируема но функции д(т), если 
интеграл (1) существует.

Пусть функция д(т) определена на некотором ?г-мерном параллелепипеде D. Разобьем 
прямоугольный параллелепипед произвольным образом на части плоскостями, проходящими 
через точки а* = по < тц < . . .  < щ к._1 ) < тщ < .. .  < Пгщ = bi, г = 1 4- п. Из абсолютных 
величин приращений функции д(т), отвечающих отдельным частям, образуем сумму

mi шг пг„
V = Y 1  ■■■ Е  \А к9(т)\, (2)

ki = l к'2 = 1 кп = 1

1де Акд(т) = ^2(—^)Nk^ g (v ) . Если множество сумм (2) ограничено сверху, то функция д(т) в
v

прямоугольном параллелепипеде D имеет ограниченное изменение. При этом верхнюю грань 
этого множества называют полным изменением функции в указанном прямоугольном парал
лелепипеде и обозначают VdQ = sup{t>}.

Функции п переменных с охраниченным изменением обладают свойствами, аналогичными 
свойствам функций одной и двух переменных с охрани ченным изменением.

Для ?г-мерного интеграла Стильтьееа справедливы свойства, аналогичные известным фак
там для одномерного и двумерного интеграла Стильтьееа: теоремы о среднем, оценки, теоремы 
о предельном переходе иод знаком интеграла и другие.

Следующие две теоремы доказываются так же как в [5, 6] при п = 1. При п = 2 доказа
тельства теоремы Радона приведено в [2, 4|.

Пусть Dot = [a,i,6 ] х [а-2,6 ] х ••• х [ап,£п\, где £ =  (£1,62, . . .  , 6 г) € D, a D = [a,b &i] х 
[a2,b2\ х • • • х [ап,Ъп\.

Теорема 1. Всякий линейный функционал f(x),  определенный на C(D), может быть опре
делен для разрывных функций

1) т G Da£ )
0, т €  D \D ai

%(т) =

п для всех линейных комбинаций из них,
р

а/ %  (т ) (а,/ постоянны е),
1 = 1

так, что будут соблюдены условия:
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1. Функционал сохраняет свойство дистрибутивности для линейных комбинаций из 0^(т).

2. Функционал сохраняет свойство непрерывности в следующей форме: если линейные ком
бинации из 9^{т) равномерно сходятся к непрерывной функции х(т), то п значения функ
ционала для этих линейных комбинаций стремятся к f(x).

Теорема 2 (Рисе). Общая форма линейного непрерывного функционала f (x)  в простран
стве C(D) дается формулой

в виде интеграла Стильтьееа, где д(т) функция с ограниченным изменением, причем ||/ || 7

О пределение. Функцию g(t,r),  имеющую ограниченную вариацию по т при каждом 
t € D, назовем слабо непрерывной по t, если для любой последовательности tv точек из D, 
сходящейся к t, и любой непрерывной функции х(т), выполняется равенство

Теорема 3 (Радон). Линейный непрерывный оператор А, действующий в пространстве 
C(D), допускает представление в виде многомерного интеграла Стильтьееа

где g(t, т) функция с ограниченным изменением но т и слабо нещжуэывная но t.
□  Необходимость. Если А  .линейный непрерывный оператор на C(D) и t = (t\, t 2, ■ ■ ■, tn) € 

I) произвольным образом фиксированная точка, то A(t)x =  (Ax)( t) .линейный непрерыв
ный функционал на C(D),  для которох'о по теореме Рисса существует функция g{t,r) охрани- 
ченной вариации по т такая, что

(3)

D

v Dg■
Функцию д(т), для которой ||/|| =  Увд{т), можно определить равенством

где

( 4 )

D D

( 5 )

D

A(t)x = (Ax)( t) =  J  х(т) d,Tg(t,T)
D
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При изменении t в D значение непрерывной функции A(t)x определится последним равен
ством, т.е. .линейный непрерывный оператор А  допускает представление в виде интеграла 
Стильтьееа от функции х(т) с интегрирующей функцией g(t, т) ограниченной вариации по 
т. Осталось показать слабую непрерывность функции g(t,r)  но t. Так как (Ax)( t) непре
рывная на I) функция, то Ш,1Р € D, где tv , р € N последовательность сходящаяся к t, имеем 
lim (Ax)(tp) =  (Ax)(t),  или

£>—>•00

lim /  х(т) (1тд(Ьр,т) = х(т) dTg(t,r),
р—>оо J  J£>—>■00

Ъ D

то есть, g(t, т) слабо непрерывна но t.
Достаточность. Пусть в равенстве (5) функция g{t,r) имеет ограниченную вариацию по 

т и слабо непрерывна по t. Покажем, что А  линейный непрерывный оператор на C{D). 
Пусть х(т) непрерывная на D функция. При каждом t G D интеграл в правой части (5) 
конечен, так как функция g(t, т) имеет ограниченное изменение по т при фиксированном t. 
Тогда равенством (5) определен оператор А  на C(D).  Из слабой непрерывности g(t,r) по t, 
получаем (Ax)(tp) —> (Ax)(t) при tp —> t, где tp € D, t € D. Следовательно, оператор A 
непрерывные функции переводит в непрерывные, т.е. оператор А  действует в C(D).  Из свойств 
интеграла Стильтьееа вытекает линейность оператора А. Покажем, что оператор А  ограничен. 
Пусть снова t € D произвольным образом фиксированная точка. Тогда, по теореме Рисса, 
функционал

A(t)x =  (Ax)( t ) =  J  х(т) dTg(t,r)
D

непрерывен на C(D)  и найдется функция g{t,r) охраниченной вариации по т такая, что

A(t)x = (Ax)( t ) =  J х(т) dTg(t,r)
D

и ||A(t)|| =  Vogit,-) = V(t).  Из равномерной охраниченпоети функции V(t) по t на D, выте
кает неравенство V (t) < V  при Vt € D. В предположении противного, в прямоугольнике D 
существует последовательность точек tp —> to € D, в которой V(tv ) —> оо. Так как при каждом 
Р

A(tp)x = (Ax){tp) =  J  x(r )dTg{tp,T)
D

непрерывный линейный функционал с нормой ||A(tp)|| =  V(tv ) —> оо при р —> оо, то, по 
принципу сгущения особенностей [7], существует непрерывная на D функция ф(т), для которой
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что противоречит слабой непрерывности но t в точке to функции g(t,r).
Учитывая, что V(t) < V  для любой точки t G D, и используя свойства интеграла Стиль

тьееа, получим

|(Ar)(t)| = / х(т) dTg(t, т) = / х(т) dTg(t, т)
J
D

J
D

<

< V Dg(t,-)\\x\\=V(t)\\x\\ < F |M |.

Тогда ||Ат|| =  nmx |(Ar)(t)| < F||.t|| и  ограниченность оператора А  доказана. ■

3. Линейные операторы  с многомерными частны ми интегралами.
О пределение 3. Линейным оператором с многомерными частными интегралами называ

ется оператор

(Kx){t ) =  ki{t)x{t) +  V ' [  ki(t, Si)x(si) dS i ,
i = 2 j D i

(6)

где hi'. D x Di —>■ R измеримые функции, интегралы понимаются в смысле Лебега (п 7  2), 
t = (ti, t2, ■ ■ ■, tn) € R n, ТЬ Т2, . . . ,  Т у  подмножества множества т = {т\, т2, ■ ■ ■, тп}, где
Т\ =  0 , Т2 = {ti}, . . . ,  Т2п = т. Si п dSi набор переменных Tj пз Ti п нх дифференциалов
d.Tj соответственно. Вектор Si получается заменой компонент вектора t соответствующими 
элементами Ti. Di декартово произведение множеств [aj, bj\, на которых определены tj € Tj.

Будем использовать и другую форму записи оператора К

(Kx){ t ) =  ki{t)x{t) +  У2 [  ka(t, Sa)x(sa) dSa , (6*)
« Jd«

х’де a  =  (a\, a 2, . . . ,  a n) мультииндекс, причем cej принимает значение 0 или 1 при j  =
П

1 , . . . , n ,  Da = П  [ajibj\ai. В случае [ад,6д]° отрезок [о ,̂ bk] исключен из декартова произ-
з = 1  ________

ведения. Если в формуле (6) порядок множеств Di, (i = 1,2” ) условный, то в (6*) порядок 
определяется мультииндексом а  по элементам <х/.

Теорема 4 [1-4]. Если оператор К  действует в С (D), то он непрерывен.
Будем говорить,что измеримая функция ki(t ,Si) принадлежит C{Ll {Di)), если

sup /  Iki{t, Si)I dSi = Li <oo  
d  J

и для любого e > 0 существует 5 > 0 такое, что из неравенства \\t —1°|| <5  следует

[  \ki( t , S i ) - k i(t°,Si)\dSi <£ .
Di

Теорема 5 [1-4]. Пусть функция k\(t) непрерывна на D и ki(t ,Si) € C(Ll (Di)) при i = 
2,3, . . .  , 2П. Тогда К  является непрерывным линейным оператором на C(D).
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Теорема 5 справедлива в случае непрерывности функций k i( t ,S i) ,  ее частным случаем 
является

Теорема 6 [1, 4]. Пусть ||ki(t, •)[[№ <  М  <  оо (1 <  % <  2п ), где t  € D, 1 <  [ц <  оо, А  
некоторые постоянные, п  пусть ядра ki(t, Si) имеют разрывы только вдоль конечного числа 
поверхностей =  <PSi(t), щ о Tst набор т.,- пз подмножества Ti множества {т\, т-2 , ■ ■ ■, тп }, 
(pSi(t) набор непрерывны х ф ункций <£?s  (t) таких, что Ti Э Tj = (p3s .(t). Тогда ядра ki(t, Si) 
принадлежат С  (L 1 (D i)).

4. Критерий действия линейных операторов с многомерными частными инте
гралами. Теоремы 5 и 6 содержат достаточные условия действия в C(D)  оператора К.  При
ведем необходимые и достаточные условия возможности его действия в C(D) .  При получении 
таких условий существенную роль играет теорема Радона.

Рассмотрим всюду плотное в C(D)  множество линейных комбинаций функций

% (У —I K ' t o ) .  х*лтз)
3 =  1

Ч/ -  T j  при T j  <  Z j  , 
0 при Tj > £j .

и формулу интегрирования но частям

J  f(T)dg(r) = J 2 ( - l ) dimUi <j j  д{т) df(T)

Dii= 1 Di

где Di = U[aj,bj],  1 < j  < n, Di = 0 ,  D2 = [a\M], D 3 = [0-2, 62], •••, D n+1 = [an ,bn\, 
D n + 2  = [0-1 , bi] x [a,2, 62] = D 2  x Ds и т.д., Di xDi  = D, причем первое слагаемое в равенстве (при

i = 1) имеет вид (<7(т)/(т) ) \D = { (^(т)/(т)) |а1 • • • } =  A d  (<?/). В дальнейших рассуждениях
1 СЬп

будем использовать приведенную формулу в виде

/  Л т М а М  = I  [  д(т)Щт)
Jd a { JDa

1де D a x D a = D. Применение формулы интегрирования по частям дает следующие равенства: 

J  1 dg(r) =  А в д(т) = В ,

( \
(7)

=  В п ,

Da

D
\

f  x a dg{r) =  ^ ( - i ) dimDa«« < / д(т) dxa

D а
J

Da >

где D 0ai = Л  [a>j,£,j]a j , Д з-а5 х D aai = D ag. D â  параллелепипед, вершинами с наименьшими
з=1

и наибольшими координатами которого являю тся соответственно точки а и £, координаты 
остальных 2” — 2 вершин получаются комбинацией координат точек а и £.
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Пусть

(8)

Da

где D 0aT = Л  [a,j,Tj]a j , ctj = 0 или 1; Sa набор переменных интегрирования Tj, 
3 =  1

Х ( $ а  \ S a , T \ S a ) =
1, V/ Tj > t j  > a,j и.ли Tj > tj = a,j, 
0, 3j Tj < t j  или Tj = tj  = a,j.

Очевидно, что g{t,Vk) = 0 (к = l , . . . , 2 n — 1), где Vk вершины парал.ле.лепипеда D =
П

\  [a,i, bi], при к = 2 n  v 2n = b,
i=l

Da

Подставляя функцию (8) в формулы (7), получим

B(t) = k i ( t ) + ^ 2  J ka(t ,Sa)dSa ,

\

B a( t ) =  [ x a dg(T) = Y ^ ( - l ) d i m D “ “ «  < / g{t,T)dxa

D a
J

Da >at,
D a * n .

(9)

Пусть

7 (t) = |fci(t)| + ^ 2  Sa)\dSa ( 10)

Da

Теорема 7. Линейный оператор К  действует в пространстве C(D) тогда и только тогда, когда 
при каждом фиксированном т функции B(t) и Ba(t) непрерывны, а функция -j(t) ограничена. 
При выполнении этих условий оператор К  непрерывен п его норма определяется равенством

( П )

□ Пусть оператор К  действует в C(D).  Тогда по теореме 4 он непрерывен в C(D),  а по 
теореме 3 допускает представление в виде многомерного интеграла Стильтьееа

(Кх)  (t) =  J  x{r)dg{t ,T),
D

где функции g(t, т) определяется равенством (8), имеет ограниченную вариацию по т и слабо 
непрерывна по t. Так как функция g(t, т) слабо непрерывна по t, то функция (9) непрерыв
на, а ограниченность ее вариации по т и равенства Уг>дЦ,т) = 7 (t) влечет ограниченность
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функции 7 . Для доказательства равенства Vr>g(t,T) = 7 (t) выберем точки р = (pi,p2, ■ ■ ■ ,Рп)
и q = (qi, q2, • • •, qn) такие, что Pi < ti < qi, где t = (t\, t2, ■ ■ ■, tn) фиксированная внутренняя
точка из D, т.е. Dap С Dat С Daq, тогда пара.л.ле.лепипед D точками р и q разбивается на 3”
пара.л.ле.лепипедов: D\, D2, . . . ,  D^n. Полная вариация функции д на D будет равна сумме

з,;:
полных ее вариаций на полученных параллелепипедах разбиения Vng =  ^  Vвкд• Учитывая

fc=i
формулу [8]

г

VDF = J  \f(r)\dr,  = J  f ( r ) d r ,
D a.

где /(т ) суммируемая функция на D, и вычисляя Vokg {к = 1 ,2 ,... ,3” ) при условии, что 
Pi —> ti, Q i t i  (р —>■ t, q —>■ t), получим равенство

V° 9 = A ™ ,  Z_> V ° k 9  = lfci(*)l +  2_> Z_> Z_> /  Ik(«j3)(t, S{aj3))\dS{aj3) , (12)
p< q - * t k= 1 j=l O;=0 /3j =0 n

П
*'Де D{aj3) = П  {[aj,tj]aj x [tj, b j f i }, a  =  (a i , a2, .. .  , an), f3 = (pi, f32, . . . ,  f3n). При этом ие- 

j = 1

ключаетея случай aj = j3j =  1 , а также случай V/ olj = /Зд. = 0, т.е. существует <х,- или /Зд. 
равное 1 , т.к. при всех нулевых значениях <х,- и /Зд. получим функцию |fci(t)|.

Из равенства (12) следует, что Vd9 = 7 (t)- Для доказательства равенства (12) достаточно 
проверить, что

p l™tVDk9= /  \k(»,l3){t,S (a,l3))\dS{a,l3)- (13)

п

Например, рассмотрим параллелепипед Dpq = Здесь g{t,r) определяется равен-
г= 1

ством (8). Для Vt > 0 выберем такое разбиение параллелепипеда Dpq на части, что \v—VDvqg\ <
mi то т„

е/2, где v = ^  . . .  ^  |Дд.д(т)|. Из абсолютной непрерывности интегралов и определе-
/с 1 = 1 = 1 кп = 1

ния функций х  ИРИ P,Q t получим \v — |fci(t)|| < | .  Тох'да |Vopqg — |fci(t)|| < е. Таким образом
показано, что при а  =  (0, 0, . . . ,  0) и [3 = (0, 0, . . . ,  0) имеет место

p l[™ t V D (a ,l3)9  =  j  \к ( а , ф ,  S { a j 3 ) ) \ d S {aj3) =  | f c i ( i ) |  .

- ° ( a , , 3 )

Равенство (13) для оставшихся параллелепипедов D^a j3) доказывается аналогично. Пусть при 
каждом фиксированном т функции (9) непрерывны, а функция (10) ограничена. Тогда функ
ция g(t, т) слабо непрерывна по t и имеет ограниченную вариацию по т, что по теореме Радона 
влечет непрерывность действия оператора К  в C(D).  Докажем равенство (11). При фиксиро
ванном t (Kx) ( t ) функционал на C(D).  По теореме Радона, значение

\\К\\ = sup ||(Л'ж)(£)||
D
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Покажем, что при фиксированном t имеет место Vr>g(t,T) = ||(/1ж)(£)||. Пусть

хт(и) =

/  непрерывный .линейный функционал на C(D)  и

д{т) =

По теореме Рисса о представлении линейного непрерывного функционала на C(D),

1 при и € DaT ,
0 при и £ D \  DaT ,

f ( x T) при a,j < T j  < bj (j  = I, n)
0 при других значениях т .

f ( x ) =  J  х(т) dg(r) , причем ||/ | |= V d ^ .  
d

При подстановке выше определенных функций х т и д(т) в f (x)  непосредственно проверяется, 
что при фиксированном t функция д(т), порождающая функционал (Kx) ( t ), принимает вид

д(т) = k i ( t ) x i ( t , T ) + ^ 2  / ka ( t , S a ) d S a x i ( s a \ S a , T \ S a ) ,
a  D аат

1, при t е DaT,
Xl{sa \  Sa , Т  \  Sa ) =

0, при t € D \  Dar.

Сравнивая g(t,r)  и д(т) получим, g(t,r) = д(т) — f j ( Tj)- Тогда VDg{t,r) =  Уод(т). Сле-
з=1

довательно, ||(А'ж)(^|| =  VDg(t,r) и, в силу равенства VDg(t,r) = 7 (t), ||А'|| =  sup VDg(t,r) =
D

sup7 (t). ■
D

Представление Радона линейного непрерывного оператора на C(D)  не единственно, однако 
представление оператора К  с частными интегралами в виде (6), как следует из доказанной 
теоремы, единственно.
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A bstract. Criterion of definiteness of linear integral operators with multidimensional partial 
integrals on the space of continuous functions is found on the space C(D)  where D are parallelepipeds 
D = [ai, bi\ x [a2, b2\ x • • • x [an, bn\.

K ey words: multidimensional Stieltjes integral, operator with partial integrals, continuity of 
operators.
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