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А ннотация. Для исследования спектральных свойств оператора Хилла-Шрсдннгсра ис
пользуется метод подобных операторов. Получены результаты об асимптотике спектра опера
тора Хилла-Шрсдннгсра, а также оценки сходимости спектральных разложений.
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1. В веден и е. Пусть L2[0,27r] -гильбертово пространство комплексных, измеримых 
на [0,27г] и суммируемых с квадратом нормы функций. Скалярное произведение в 

[0, 27г] для удобства оценок определим как

2тг
1

О*’ у) = ^  J  x{r)y{r )dr  , х, у £ Ь 2[о, 2тг] .
о

Через W22[0,27t] обозначим пространство Соболева {у £ L2[0,27r] : у' абсолютно 
непрерывна и у" £ L2[0,27r]}.

Рассматривается одномерный оператор Хилла-Ш рёдингера

L : D ( L ) С Ь2[0, 27г] >• Ь2[0, 27т] ,

который определяется дифференциальным выражением

Ку) = ~У" + 11У >

с областью определения

D(L)  = {у  £ И^|[0, 2тг] : у(2тг) =  у(0),у'(2тг) = у'(0)} ,

т.е. задаваемой периодическими краевыми условиями.
Комилекснозначный нотеициал v оператора считается принадлежащим L2[0,27r] и

имеет ряд Фурье v(t) = Vkelkt, t £ [0,27т]. В дальнейшем, делается предположение
fcez

27Г

v° =  21~ f  v(t)dt  =  0, которое не является ограничительным, так как сдвиг потенциала на 
о

постоянную сдвигает спектр на ту же постоянную и не меняет его собственных функций.
Отметим, что не налагаются ограничения на нотенциан v, гарантирующие самосо

пряженность возмущения, и какие-либо дополнительные ограничения (типа гладкости), 
кроме принадлежности v гильбертову пространству L 2 =  Ь 2[0,2п].
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При изучении спектральных свойств оператора L  обычно используются различные 
методы теории возмущенных линейных операторов |1-6|, В данном случае, в качестве 
невозмущенного оператора выбирается оператор Хилла-Ш рёдингера
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Он является самосопряженным оператором с компактной резольвентой. Спектр a(Lo) 
и собственные функции имеют вид:

e « ( i )  =  e m t , e - n { t ) =  e~mt, t G [0, 2n\, — собственные ф ун к ц и и  д н я  собственного значения 
Кг =  п 2, п  >  1, и eo(t) =  1, t G [0, 27г] -  собственная ф у н к ц и я , отвечаю щ ая собственному 
значению Ло =  0.

Основные результаты статьи связаны с изучением асимптотики собственных значе
ний и получением оценок равносходимости спектральных разложений дня оператора L. 
А именно, уточняется (наиболее точная из известных) асимптотика собственных зна
чений из монографии В.А.Марченко |2|; соответствующий результат содержится в тео
реме 1. Результат о равносходимости спектральных разложений содержится в теореме

Здесь впервые при исследовании таких операторов применяется метод подобных 
операторов, развиваемый в статьях |3-7|, Суть этого метода состоит в преобразовании 
подобия исследуемого (возмущенного) оператора в оператор, спектральные свойства ко
торого близки к спектральным свойствам невозмущенного оператора (в данном случае 
оператор L 0). Тем самым существенно упрощается изучение оператора L.

2. О сн овн ы е р е зу л ь т ат ы . Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX 
-  банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в X.

О пределение 1. Д ва  линейны х оператора Д* : D(Ai)  С  X —> X ,« =  1, 2, называются 
подобными, если существует непрерывно обратимый оператор U G E n d X  такой, что 
U D ( A 2) = D(Ai )  и A i U x  = U A2x, х  G D ( A 2). Оператор U называется оператором 
преобразования оператора A i в А 2.

Методом подобных операторов были получены следующие результаты.
Т ео р ем а  1. Оператор L является оператором с компактной резольвентой, и его 

спектр представим в виде

д ля  некоторого m  G N, где <j(m) — конечное множество с числом элементов, не превосхо
дящ им '2m + 1, а множества <jn, |«| >  m  + 1, не более чем двухточечные и определяются 
равенством

Ьоу — —у " , у  G D(Lo)  , -D(Lq) —  D(L)  С  Ь 2[0, 2ж\ ; Lo-D(-^o) |—̂ L 2[0, 2ж\ .

cr{L0) =  {/г2, n G N U 0 =  Ъ+}

3.

( 1)



где Шк,шп выражаются через коэффициенты Фурье потенциала v, а остаток ряда пред
ставим в виде (3̂  = а(п)/у/п. ,  Y1 |а'(??.)|з <  оо.

\п\>т-\-1

В следующей теореме символами Рт, Рп, | /?.| >  т +  1, будут обозначаться спектраль
ные проекторы Рисса, построенные но оператору L  и множествам а(т),(гп, |/?.| >  m +  1, 
соответственно. Далее через Р{т) будет обозначаться проектор Е  Рд., который явля-

\k\<m

ется проектором Рисса, построенным но конечному множеству <т°г =  { —т,, . . . ,т}.  Д ля 
любого подмножества П С Ъ+\а®г символом Р(П) обозначим спектральный проектор
Е П ,  а через Р(П) — спектральный проектор Е  Рк- 
кеп кеп

Отметим, что

I  =  ^ >к ’ I  =
| f c | >m + l  | f c | >m +l

Далее, для любого оператора X  G © 2(^ 2,тг)1 щ с — идеал операторов Гильберта-
Ш мидта |7|, и любого подмножества Q С Z через a(Q, X )  обозначим величину т а х а „ (Х ) ,п£ П
где а п(Х)  — двусторонняя последовательность из метода подобных операторов, рас
сматриваемая в статье |6|,

Л е м м а  1. Д л я  любого оператора X  G & 2 (L2̂ )  и любого подмножества П С Z+\er^ 
имеет место оценка

т а х { | |Р ( В Д |2, ||Х Р (П )||2} <  С ( Х ) а ( П , Х ) ,

где величина С ( Х )  > 0 зависит от оператора X  и не зависит от выбора Q.
Т ео р ем а  2. Система проекторов Рисса Рп, п  G Z обладает следующим свойством

||Р(П) -  Р (П )||2 <  Сг (а(П,  Г В)  +  а ( П ,  J B )  +  а ( П ,  B Y  В))  . (4)

где С 1 >  0 — постоянная, независящая от П, m(Q)  =  max к, п  G Z.

Т ео р ем а  3. Имеют место следующие оценки равносходимости спектральных раз
ложений операторов L и L 0:

П  П

|| Pm +  ^ ’к ~  ~  Рк 112 —  C l ( Q' r a + l ( r P )  +  Oln+i ( J B )  +
| f c | =m +l  | f c |= m+ l

+ a n+ i ( B Y B ) )  —  , (5)
m  +  1

где n  >  m  +  1, C\ > 0 — постоянная, не зависящая от п.
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