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А ннотация. Рассматривается акустика в композитных средах с двумя различными ком-

среды Q. Доказывается существование и единственность обобщенши'о решения. Выполняется 
усреднение модели.

К лю чевы е слова: композитные среды, периодическая структура, уравнения Ламе, урав
нения акустики, пороупругость, усреднение периодических структур, двухмасштабная сходи
мость.

1. П остановка задачи. Пусть рассматриваемая область () представляет собой 
единичный куб: Q =  (0,1) х (0,1) х (0,1), иороуиругая среда занимает область П =  
(0,1) х (0,1) х (0,а), 0 <  а < 1 и область (П(/), или П°) есть открытое дополнение 
области П:
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понентами. Композитная среда Q состоит из некоторох'о ynpvi'oi'o тела и пороупругой

Q = Q U Q{s) U S {0), S {0) = дП п dQ{s).

Движение смеси в области П при t > 0 описывается системой уравнений

( 1)

( 2 )

/ <9w\
Р =  —  J +  (1 -  ;y£)Q'AD(^, w) -  p i , (3)

Движение упругого тела при t > 0 описывается уравнениями Ламе

р  +  V • w  =  0 , (4)

(5)
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Р (5) =  4 ° }D (^ ,w ) - p i ,  (6)

где и ci°̂  есть безразмерные постоянные Ламе для упругого тела в области П ^ . 
Упругие свойства твердого материала в и П могут различаться.
На общей границе выполняются обычные условия непрерывности перемещений:

l i m  w ( x , i ) =  l i m  w ( x , i ) ,  ( 7 )
X  —у- X  X  —у X

х е n(s) x e n

и нормальных компонент моментов

l i m  P ( s ) ( x , i )  - n ( x ° )  =  l i m  P ( x ,  t) • n ( x ° ) . ( 8 )
X  4  X °  X  x °
X  G X  G П

Дня завершения задачи задаются однородные граничные условия

w ( x ,  t) =  0 ,  ( х ,  t) Е St  = S  х  ( 0 , Т ) , ( 9 )

па границе S  = dQ, и однородные начальные условия

< 9 w
w ( x ,  0) =  — ( х ,  0) =  0 , х  G Q . (10)

Пусть
Г / 2 д р  2\

/ ( F(x, t )  +  -7—  (x,t) J dxdt = F 2 <  00 ,
J Q t  V O t  J

и выполнены следующие предположения:
П р едп ол ож ен и е 1.
1) Пусть х(у) есть 1-нериодическая функция, Ys =  {у  G Y  : ,\(у ) =  0} есть твердая 

часть единичного куба У  =  (0 ,1)3 С К 3 . и пусть ж идкая часть Y f  =  {у  G У  : х (у )  = 1} 
есть открытое дополнение твердой части. Пусть 7 =  дY f П дYs и 7 есть непрерывная 
линшицева поверхность;

2) Область E j  есть периодическое повторение в М3 элементарной ячейки =  eYf 
и область E £s есть периодическое повторение в М3 элементарной ячейки Y f  = eYs:

3) Поровое пространство Щ  С П =  ППE j  есть периодическое повторение в Q элемен
тарной ячейки eYf, и твердый скелет Q£s С П =  П П E £s есть периодическое повторение 
в Q элементарной ячейки eYs. Линшицева граница I ; =  dQ£s П дЩ  есть периодическое 
повторение в Q границы £7 ;

4) Ys и Y f связные множества.
П р едп ол ож ен и е 2.
Твердый скелет Q£s есть связная область.
П р едп ол ож ен и е 3.
Поровое пространство Щ  есть связная область.
Кроме того предполагается, что все безразмерные параметры зависят от малого 

параметра £ и существуют (конечные или бесконечные) пределы:

l i n i Q ' , t ( e )  =  ^ 0 )  Итй'л(е) =  А0 , l i m a l ° ^ ( e )  =  Aq0̂ ,
е —S-О е —S-О е—S-0
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-(0)
lim lim ^  =  A i, lim .£2 е—>0 £2 е^О £2

Предполагается, что

=  0 .

Определим обобщенное решение задачи (1)-(10).
Пусть ((х )  есть характеристическая функция области П и

Q{s) =  (1 — C ) ^ i 0) +  С ( j* fX£ +  (1 — X£)Q.sj

О п р ед ел ен и е  1. Назовем пару ф ункций  {we, р £} таких, что

о 1,1
W £ 6 W 2 (Q t)  , р £ G L 2{Q t) ,

обобщенным решением задачи (1)-(10), если оии удовлетворяют уравнению неразрыв
ности

1 f \  1 \
2̂ 

"/( (1 ~  +  с (I?  + ^ 2 k ) ) p *  + v ' w ' - ° '  ( Ч )
Cs

почти всюду в Qt , и интегральному тождеству 

'd w £ dtp„ (Оw c снр ^  \  , ,
в{8)\ ~ д Г ’ 1 к + * )

Р +  (1 -  С)Р(5})  : Ю>(ж, 4>)dxdt (12)

' Q t

J  Q t

о 1,0 Q m
д ля  всех ф ункций Lp, таких что ip G W 2 (Qt ), £ L 2(£!t) и ip (x ,T )  =  0 д ля  х  G ().

Здесь и далее в работе используется обозначение:

В  : С  =  t r (В С Т) ,

где В ,С  -  тензоры второго ранга.
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2. Т ео р ем а  су щ еств о в ан и я  и ед и н ствен н о сти  обобщ енного  р е ш ен и я . 
Т ео р ем а  1. При всех е > 0 иа, произвольном интервале времени [0,Т] существует 

единственное обобщенное решение {we, р £} задачи (1)-(10) и

max /
°<*<т J п

Р
2 d w £ 2 2\

(x ,i) +  — + ( l - f ) Q ' AD ( j ,w £) J dx+

max i
°<*<т Уп(̂ )

max /
°<*<T J n

max /

V r(x ,t)

T " >

T " >

(x ,i) 

(x ,t)

&  
<92w

- (1 -  Xe)a i0)

d t 2 

d 2w £

)dx+

)<ir+

\ ''я  (
I Qt

s~i — — (0) —где постоянная Со не зависит от е и  от параметров а% , а^.

Доказательство этой теоремы основывается на энергетических тождествах

V>(x, w e)

d w £ 2\
+  (1 -  Хе)®л ) с

d w £ 2\
В ( х , - ^ - )  Jdx+

D(;r, ^  ) ^jdxdt, ^  Cq-F2 , (13)

+  (1 -

1 d
2 dt, в

1 d
2 dt,

d w £

dt,
1 „ 2\+  (1 — x £)q'aID)( ,̂ w e) : D(;r, w e) +  —  p£ )dx+

a £ )
[  ( d w £
/  [ Qs/n<s> v dt,

+  (1 — X'£)q40)D(^, w e) : V>(x, w e)
1

d 01) 2
P dx+

/  d w £ o w c \  I o w c
Х ^ а 'мО (^, - ^ - )  : D(a;, ~ ^ ))d x  = J<9w <9we

1 d
2 dt,

f ( n £
d 2w £

/> d t 2

d w £

~ d i

d w £

~ d i

1 d p £

CXp dt,
dx+

1 d r  ( d 2 w £

/ Q(̂ ) V d t 2

2 mi d w £ d w £
+  (1 -  X£)<*x D (^, — ) : D(a;, - ^ - )  +

<92ч <92ч

1

to 
1

r = )

г _ e d F  

/  Ж

<ir+

<9t2
-cir.

3. У ср ед н ен и е  м о д ел и .
Т ео р ем а  2. Пусть {we, р £} обобщенное решение задачи (1) -  (10) и

0 <  Aq0̂ <  оо, fii = Xi = оо
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Тогда пределы  w  u p  последовательностей {we} и { р £} удовлетворяют уравнению ди
намики в форме интегрального тождества

' Q t

(1 — ()Ao0)D (^ ,w ) — p i )  :B>(x,(p)dxdt =

1Q t

(  о  W  \
qs [F  -  ■ (fdxdt (14)

о i,o
д ля  любой ф ункции (р 6 W 2 (Qt ), и уравнению неразрывности в форме интегрального
тождества

0 5 ,

д л я  любой гладкой ф ункции ф G W I'°(Q t )- 
Здесь

Qs = ( i  -  С ( х ) )  ^ i 0) +((x)q, Q = rn Qf + { I -  m) gs .
Соотношения (14)-(15) завершаются однородными граничными условиями

w (x, t) =  0 , (16)

иа границе St \0 Q t ; и однородными начальными условиями

<9w
w (х, 0) =  —  (х, 0) =  0, X G Q . (17)

Будем называть задачу (14) -  (17) усредненной моделью I.
Заметим, что интегральные тождества (14), (15) эквивалентны системе Ламе

р +  V • w  =  0 , (18)
( c i 0 ) ) 2

,52w
=  V • ( Ло0)» ( ^  w) - p i )  +  e<°>F (19)

в области Q ^ \  и системе акустики

d t 2

. <92 w  „  . ^  пп 1 — тлдр „  , < 9 w .  „
„ ^  =  - V p  +  , F ,  (  +  ) - ^  +  V . ( - g r ) =  0 (20)

-7

в области Qt -
Эти дифференциальные уравнения завершаются условиями непрерывности
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lim w (x, t) )  — р  (х, t) l )  ■ n(x°) =  lim p (x , i)n (x ° )  (22)
x —J- x° \ V / / x -> x°x G G x G П

па общей границе S ^ \  граничным и иачаньным условием (16), (17), граничным усло
вием

w (x, t) ■ n(x) =  0 (23)

па границе S t \ 0 Q ^  и начальными условиями

<9w
р(х, 0) =  0, w (x, 0) =  —  (х, 0) =  0 , х  G Q. (24)

Основная трудность здесь заключается в граничных условиях па общей границе*?^.
Эти условия следуют из предельного интегрального тождества (15) и интегрального
тождества

'Qt
( 1  — ( ) A o 0 ) D ( ^ , w )  — pi) :B>(x,ip)dxdt =

d2W/  a W  \
g{s)( x ,  y ) ( F -  - ^ - ( x , i , y ) J  • < p(x,t)dydxdt, (25)

JQt JY

где W (x , t, у) есть двухмасштабпый предел последовательности {we}, и

Q(s)(х ) у ) =  ( i  -  C(x))^i0) +  С (х ) (^ /х (у )  +  ( i  -  х (у ) )  Qs)) •

Соотношение (25) влечет динамическое уравнение Ламе (18) и граничное условие (22) 
на общей границе S ^ .  Интегральное тождество (15) влечет уравнение неразрывности 
(19), уравнение неразрывности

т 1 — т\ д2р „  <92 w  , .
—  Ы  + ч - щ г  = 0 ' (26)

в области Qt -i и граничное условие

г )2 w  В 2 W

lin\  “^ ( х ^ )  ' п (х °) =  З х »  ' п (х °) (2?)х —У хх G G х G П

на общей границе S ^ .
В нашем случае W (x , t ,y )  =  w (x ,t)  и из интегрального тождества (25) снедует 

динами ческое уравнение
<92w

Q ^  = - V p + Q F  (28)

в области Qt -
Соотношения (26)-(28) дают уравнение акустики (20) в области Qt  и граничное 

условие (21) на границе S ^ .
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ACOUSTIC MODEL IN THE CONFIGURATION OF ELASTIC BODY
POROELASTIC M EDIUM
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Abstract. Acoustics in composite medium with two different components is under consideration. 
The medium consists of some elastic body and poroelastic medium. Uniqueness and existence of 
generalized solution of evolution equations system is proved. It is done the homogenization of the 
model.

Key words: composite medium, periodic structure, Lame’s equations, acoustics equations, 
poroelastic, homogenization of periodic structures, two-scale convergence.
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