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Аннотация. Рассмотрено излучение, возникающее при падении равномерно движущейся 
нерелятивистской заряженной частицы на идеально проводящую сферу С помощью метода 
электростатических изображений получены формулы, описывающие характеристики переход- 
noi'o излучения.

К лючевы е слова: переходное излучение, метод изображений.

Введение. При пересечении заряженной частицей границы раздана двух сред с 
различными электромагнитными свойствами возникает так называемое переходное из
лучение. С математической точки зрения, нричииа его возникновения заключается в 
том, что удовлетворить граничным условиям для создаваемых частицей в этих двух 
средах нолей возможно лишь, добавив к общему решению уравнений Максвелла ре
шение свободных уравнений (уравнений без зарядов и токов), представляющее собой 
электромагнитные волны, составляющие иоле излучения (см., ианример, |1|).

В некоторых простейших случаях найти решение уравнений Максвелла, удовлетво
ряющее граничным условиям, можно с помощью так называемого метода изображений, 
основанного на теореме единственности (см., например, |2|). В частности, излучение, 
возникающее при падении заряженной частицы на идеально проводящую плоскость, 
может трактоваться как излучение, возникающее при мгновенном исчезновении заряда 
и его «отражения», движущихся навстречу друг другу. Именно такой подход к опи
санию переходного излучения был использован в ииоиерской работе В.Л. Гинзбурга и 
И.М. Франка |3|,

В настоящей статье мы используем метод изображений для нахождения спектра 
переходного излучения, возникающего при пролете нерелятивистской заряженной ча
стицы сквозь идеально проводящую сферу. Ранее данный подход был использован в |4| 
для исследования дифракционного излучения, возникающего при пролете частицы ми
мо такой сферы.

Метод исследования. Снектралыю-угловая илотиость излучения заряженной ча
стицы описывается формулой |5|
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где к — волновой вектор излученной волны, с — скорость света в вакууме

Рис. 1. К методу отражений: положения реальши'о заряда ео и ei'o «отражения» е относительно 
заземленной проводящей сферы радиуса II.

е — заряд частицы, г (t) — её траектория,

Рассмотрим излучение, возникающее при падении прямолинейно равномерно дви
жущейся нерелятивистской заряженной частицы на идеально проводящую сферу. При
чиной возникновения переходного излучения является неоднородность среды, сквозь 
которую движется частица, в данном случае — наличие проводящей сферы. Найти ре
шение уравнений ноля, удовлетворяющее граничным условиям на сфере, можно с по
мощью следующего формального приёма, основанного на теореме единственности |2|, 

Электрическое иоле, создаваемое точечным зарядом ео, помещенным на расстоянии 
Го от центра идеально проводящей заземленной сферы радиуса R оказывается (в на
ружной области сферы) эквивалентным суперпозиции кулоновских нолей заряда ео и 
фиктивного заряда е, помещенного на прямой, соединяющей реальный заряд ео и центр 
сферы, иа расстоянии г от центра сферы (рис. 1), причем

Легко проверить, что в этом случае потенциал, создаваемый двумя зарядами на по
верхности сферы, будет равен нулю. В случае не заземленной, а изолированной сферы 
с.недует добавить еще фиктивный заряд величиной —е в центр сферы.

Введем систему координат, в которой начало координат совпадает с центром сферы, 
ось л направлена вдоль скорости налетающей частицы v 0, а ось х  .нежит в плоскости, со
держащей траекторию налетающей частицы и центр сферы (рис. 2), так что расстояние 
между пролетающей частицей и центром сферы будет равно

( 2)

( 3 )
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Рис. 2. Заряд ео, проникающий сквозь сферу под прицельным параметром Ъ, и ei'o 
«отражение».

где момент времени t =  0 соответствует наибольшему сближению частицы с центром 
сферы. Тогда, согласно (3), величина и координаты фиктивного заряда будут опреде
ляться соотношениями

e(t) =  —е0-
R , x(t)  =

R 2b
z(t) =

R 2vot
' л/b2 +  Vgt2 ’ ~A'V b2 +  vot2 b2 +  v$t2

Компоненты скорости фиктивного заряда, согласно (4), будут равны

(4)

clx ‘2R2bvlt.
Vx^  = t t =  ~  (b2 +  v2t2)2

dz R 2vo(b2 — Vot2)
=  ж  =  - i h w r (5)

Излучение, возникающее при прохождении равномерно движущегося заряда сквозь 
сферу, будет описываться формулами (1) и (2) с учетом вклада обоих зарядов — ре
ального и фиктивного (легко показать, что описывающие излучение формулы (1) и (2) 
остаются справедливыми и дня заряда переменной величины):

n—to
I е0 v 0 ег{шЬ- к-л’оЬ) dt

г* —to
e{ t )v { t )  e*(wt- kr(t)) dt

’ to

’ to

e0 v 0 el{Mt~k- Vot) dt+  

e ( i )v ( i )  e*(wt- kr(t)) d t , (6 )

где to =  у/R2 — b2/vо — момент времени пересечения частицей поверхности сферы.
Подстановка форму:: (4) и (5) в (6) дает следующие выражения дня компонент век

тора I:

n—to t
I , -  2 e „ b R h i j ^  ( ( Я  +  ф 2 ) 5 / 2 ехр < г Ujt —

kxR 2b kzR 2v0t
b2 +  Vnt2 b2 +  Vnt2

dt
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2е0ЬЯ3г’о exp < г ujt. —
kxR2b kzR 2v0t

b2 +  vlt2 b2 +  v'nt2
dt , (7)

to
Iz =  e0v0 /  df +  eoVQ / enu,t-ksv0t) df _

J  — OO J  to

D3 r t0 b2 -  v2t2
—eo R Vo / 0b2 +  v2t2)5/2

exp < г

-  e0R vo
b2 — vlt2

' to ( b 2 +  V 2 t 2 ) 5 / 2

ujt. —

exp < г

kxR2b kzR 2Vot
dt—

b2 +  vlt2 b2 +  г fit2

kxR 2b kzR2v0t
ujt —

b2 +  Vnt2 b2 +  Vnt2
d t .

(8)
Учитывая, что |k| =  ш/с, для иерелятивистекого заряда и длинноволнового предана 
(Л R) мы можем пренебречь всеми слагаемыми в показателях экспонент но сравне
нию с первым. В этом случае

r*— to t
I ,  -  2е„Ы?Ч2 J (()2 +  fl, (2)5/2

t
exp {iujt} dt +  2eobR v0 / — ------ 2 . exp {iut.} dt

Jto \b +  )
(9)

f* — to poo
Aujt ji I „ I „iuitIz =  &oVo / dt +  eoVo / еш dt—

J  — OO Jto

—e0R vo
-to 62 _  v2t2

{b2 +  г;04 ) 5/2 exp dt e°R3v° Jt0 (b2 +  vlt2)5/2

/,2 _  v 2f2
exp { iu t }  d t . (10)

Легко видеть, что величина 1Х является чисто мнимой, а величина Iz — веществен
ной. С учетом этого, подстановка в (1) дает

dZ 1  f  ш2 / ,  ,2 

dojdQ =  1 V *1
I/,Т  ̂ — IkxIx +  kzL

ш
47Г 2 с3

I Г I2 I 7-1 Т I2t  — +  X-zi-z
Ш

47Г 2 с3
1 — X  ) /  +  x 'i

где х  =  k /Ат, х̂ _ =  х 2 +  х 2 Интегрируя (11) но углам с учетом того, что

( П )

(1 -  я 2х)  dtt =  4тг -  -  тг =  -
з 71" ’

J  х ± dQ =  -  it,

получим выражение дня спектральной плотности излучения:
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Р езул ьтаты  и ссл едован и я . Точное вычисление входящих в (9), (10) иптегранов 
возможно только в случае 6 =  0 (прохождение частицы через центр сферы). В осталь
ных случаях оказывается возможным лишь приближенное их вычисление после раз
ложения но малому параметру. При малых Ъ таким малым параметром оказывается 
величина b/vot. В этом случае

Ъ

v0t0
вычисления дают

(13)

где

1х/ео =  гР cos(u}to) — i,Qsm(ujto) +  iSd(ujt0) ,

F/e0 =  — 2— sin(u;to) +  F  cos(ujt0) — Gsin(u;to) +  Hd(ujt0) ,
U J

Q UJ ~
P  =  R —у P ,

Vn
P =  -

, U J
Q  =  л  — 9 Q,  Q  =  -

3 t o

о U J 2 ~
S =  R3^ S ,

4

F  =  i?3—7 F,  
4

U J

О UJ ~
G =  R  — 2 G,

2 b/voUJ
3 й

_ з  b2

2 b/vо
1 - 2 + 3  62

1 b 2.............................. I
t 2 u j 2 V q  u j ' H q  4 v 2 t 2 8  V 2o(o

2 u j
S = - b -

3 V o

1 ,2  U J 2

1 + Й6 ^  8 t’o .

F

G

1
uj'Hq

1
Ujt()

7 Ь2
, - b 2-  

4 v'ot'o 24 v% j
7 b2
12 vltl 24

(14)

(15)

о U J  ~
H  =  R  — 2 H, H 7 2Ш'2 

+  2 4 6 r f
Специальная функция -  интегральный косинус в этих формулах определяется как

} COS i y j t )
ci(u;;r) =  —

t
d t .

В области больших частот, таких, что ujto 1, выражения (14), (15) можно существенно 
упростить, воспользовавшись асимптотикой интегрального косинуса |6|

ci(rr)
Sill 37

х
2! 4!

1 - ^  +  ^ -
х л X

cos# /1 !  3! 5!
х vC <1С x°

при X  1 .

В этом случае
Л- Я 3Ь 1 , ч Л  5 Ь2

ix/eo ~  4г— о-т cos{ujto) I I  — —
'ujv'I l,\ 2 v ' o t ' o , ’

R 3

о о

7 b'2

obo
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При значениях Ъ, близких к R, в роли малого параметра выступает величина voto/b. 
В случае

voto
Ъ

(ш )

приближенные вычисления иптегранов в (9), (10) приводят к следующему результату:

-W eо =  iQ  1 — iA sm (u jt0) +  гВ cos(ujt0) ,

где

L / e o =  —2 —  sin(u;to) — Q 2 +  D  sin(u;io) _  С  cos(ujto)
U J

4 „ ,ш 2 
3 v,

Qi  =  i R 3^ K 1 [ - b

Q

A

w R3
‘ - з я  W

U J

v0 '

2 A -o | ^ |  ^

4i?3 l)02 
Ь2 uj2b2

Vo

15
ш2Ь2

=  4 R3 vo R2
Ь2 u j b \ b 2 ~

D
2 R 3 v0
~W U b

2 V b2

7 ( R

15
ш2Ь2

1 -   ---------1 +  7— —
2 U 2 uj2b2

С
U R 3

—  -  I
Ь 2b2 uj2b2

Ko(x)  и K\(x) — модифицированные функции Бесселя третьего рода (функции Мак
дональда) .

Спектры излучения, рассчитанные но данным формулам, представлены на рис. 3. 
Подчеркнем, что условие (13) выполняется дня гораздо более широкого интервала зна
чений прицельного параметра, чем условие (16).

Угловое распределение интенсивности излучения, согласно (11), будет определяться 
балансом вкладов \1Х\2 и \IZ\2. В области малых прицельных параметров определяю
щим будет вклад \IZ\2-, поэтому угловое распределение будет описываться функцией 

=  sin2 0, где угол 9 отсчитывается от направления движения налетающей частицы 
(направления оси л, рис. 3, слева), с небольшими искажениями за счет вклада \1Х\2. 
Вклад \1Х\2 в угловое распределение излучения описывается функцией 1 —х 2, имеющей 
такую же геометрическую форму, но с осью симметрии, параллельной оси х. Соотноше
ние величии 11Х|2 и \IZ\2 может быть различным в зависимости от значений параметров 
b, R, v o  и u j . Вид углового распределения излучения при «скользящем» падении ча
стицы на сферу при одном конкетном значении этих параметров показан на рис. 3, 
справа.
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Рис. 3. Спектральная плотность переходжи'о излучения при различных значениях прицельшн'о 
параметра.

Рис. 4. Диаграмма иаиравлеииости переходного излучения (безразмерная величина 
(d£ / dudfl) (4тг2 с3/е1К2ш2)) для случаев 6 =  0 (слева) и 6 =  0.9R (справа), Rw/v0 =  1 в 
обоих случаях.

З аклю чен и е. В статье рассмотрено излучение, возникающее при прохождении рав
номерно и прямолинейно движущейся нерелятивистской заряженной частицы через 
идеально проводящую сферу. Найдены формулы, описывающие спектрально-угловую 
и спектральную плотности переходного излучения в области малых частот излучения 
(или больших длин волн, намного превышающих радиус сферы). Полученные резуль
таты могут быть использованы при разработке новых методов мониторинга пучков 
заряженных частиц.
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DESCRIPTION OF CHARGED PARTICLE RADIATION  
ON IDEALLY CONDUCTING SPHERE B Y THE METHOD OF IMAGES

V .V . Syshchenko, E.A. Larikova
Belgorod State National Research University,

Studencheskya St., 14, Belgorod, 308007, Russia

Abstract. Radiation generated uniformly moving non-relativistic particle on ideally conducting 
sphere is under consideration. Formulae of transition radiation characteristics are obtained using 
the electrostatic images method.

Key words: transition radiation, method of images.


