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Аннотация. Для нах'руженнш'о уравнения емешаннох'о аллнптико-гнперболнчеекох'о ти
па изучена нелокальная задача в прямоугольной области. Методом спектрального анализа 
установлен критерий единственности решения поставленной задачи и доказана теорема суще
ствования. Решение построено в виде суммы бнортогонального ряда.
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1. Введение. Теория краевых задач для уравнений смешанного тина, в силу теоре
тической и прикладной важности, является одним из интенсивно развивающихся раз
делов современной теории дифференциальных уравнений с частными производными и 
привлекает к себе внимание многих исследователей, интересующихся как самой тео
рией, так и ее приложениями. В частности, многие математические модели тепло- и 
массообмена в средах, окруженных пористой средой, сводятся к краевым задачам дня 
уравнений смешанного тина. Одним из важнейших классов уравнений с частными про
изводными являются нагруженные уравнения смешанного тина. Исследование локаль
ных и нелокальных краевых задач дня нагруженных уравнений с частными производ
ными изложено в монографии А.М. Нахушева |1|.

Рассмотрим нагруженное уравнение смешанного эллиитико-гинерболического типа

Г ихх +  иуу -  b2u(x, у) +  Сх(у)и(х,  0) =  0, у >  0 ,
Ьи =  < (1)

[ U xx ~  U yy -  b2u(x, у) +  С2(у)и(х,  0) =  О, у <  0 ,

в прямоугольной области D  =  {(# , у)| 0 <  х  <  1 , —а <  у <  /3}, где C i(y), Сг(у) -
заданные непрерывные функции, а >  0, /3 >  0, Ъ >  0 — заданные действительные
числа.

Нелокальная задача. Найти в области D  функцию и(х,у) ,  удовлетворяющую 
условиям:

и(х, у) Е C 2(D+ и D_)  П С 1 (IX); (2)

Lu(x , у) =  0 , (гг, у) Е D + U D_  ; (3)

и( 0, у) =  и( 1, у) , г/,т (0, у) =  0 , - а < у < 0 ]  (4)

и(х,  /3) =  tp(x) , и(х, —а)  =  ф(х ) , 0 <  х  <  1, (5)
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где <р(х) и ф(х) — заданные достаточно гладкие функции, D -  =  D  П { у  <  0}, D + =  
D Г { у  >  0}.

Отметим работу К.Б. Сабитова и Е.П. Мелишевой |2|, где решена задача Дирихле 
дня нагруженного уравнения смешанного типа (1) в прямоугольной области D.

В данной работе, следуя |2|, при всех Ъ >  0 на основании свойства полноты системы 
корневых функций одномерной нелокальной спектральной задачи установлен критерий 
единственности решения задачи. При определенных условиях на функции <р(х), ф(х)  и 
число а  решение и,(х, у) построено в виде суммы бнортогонального ряда.

2. Т еор ем а  еди н ствен н ости . Пусть и (х , у) -  решение задачи (2) -  (5). Из работы 
Е.П. Моисеева |3|, известно, что системы функций
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являются биортонормированными, полны и образуют базис Рисса в пространстве Ь г(0 ,1). 
Рассмотрим функции

где е -  достаточно малое число. Дифференцируя равенство (11) но у два раза при 
у G (—O', 0) U (0, /3) и учитывая уравнение (1), получим

{cos(‘27rkx)}^=1, 1, {х8т(2тгкх)}^=1-,

{4:(1 — х) cos (2тгкх)}(̂ =1, 2(1 — х) , {4  sin (2тгкх) } (̂ =1

(6)

(7)

(8)
о

(9)

О

к  е  N . (10)
о

На основании (10) введем функцию

1 —  £

(п)

1—£

1 —  £

=  4 /  [—ихх(х, у) +  Ь2и(:г, у) — С\ (у) и (х , 0)] sin 2тгkxdx =
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1—£ 1—£

—4 / ихх(х, у) sin 2ккхЛх +  46 / и(х, у) sin 2ккхЛх—

1—£

— 4С*1 (у) / и (х , 0) sin 2ккхЛх , у >  0 ; (12)

1 —  £

vk е (у) 1 I иуу (х , у) sin 2ккхЯх

l  —  £

4 / [uiTiT(rr, у) — 4b2u(x, у) + 4С*2 (у) и (гг, 0)] sin 2'Kkxdx =

1—в 1—£

4 / ихх(х, у) sin 2ккхЛх — 4Ь2 / и(;г, у) sin 2'Kkxdx

1—£

+  4С*2 (у) /  и (гг, 0) sin 2ккхЛх , у <  0 . (13)

В первых интегралах из правой части равенств (12) и (13) интегрируя по частям два 
раза и переходя к пределу при е —> 0 с учетом условия (4), получим

К  ( У) -  (У) =  - C i  (у) vk ( 0 )  , у >  0  , (14)

vk (у) +  'Чгк (у) =  С-2 (у) Vk (о) , У <  о , (15)

где АI =  Ь2 +  (2кк)2. Дифференциальные уравнения (14) и (15) имеют общие решения

акеХкУ +  Ьке ХкУ -  ^  Л+  [  Сх (t) sh [Ад. (t -  y) )dt , у >  0,
Ад

<’к (,!/) =  < (16)
Ск

С-k COS Aky +  dk sin Aky +  у  ]  ° 2 (f ) sin (y  -£)]<&, у  <  0,

где ад, Ьд., Сд., dk -  произвольные постоянные.
Дня функций (16) в силу (2) и (10) выполнены условия сопряжения

vk (+0) =  vk ( - 0 )  , 4  (+0) =  4  ( - 0 )  .

Условия (17) имеют место только в том случае, если

Ос ^к к̂ч $к &к

(17)

(18)
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(19)

Подставляя (18) в (16), получим

[  акеХкУ +  ///,' Л •" +  йк ^  Ьк С1к (у) , у >  0 ,

Щ (//) =  1 к ак +  Ък
ак(cos Лку +  sin Лку) +  Ьк(cos Лку -  sin Лку) Н  -----   С2к (у) , у <  0 ,

v лк

у  о

С\к (у) =  J  Ci (t) sh [Afc (t -  y)\clt, C2k (y) =  J  С2 (i) sin [Xk (y -  t) ]dt.
О у

Дня нахождения постоянных ак и Ьк воспользуемся граничными условиями (5) и 
формулой (10):

1 1

*  w  =  4 /  “ <х' 0)  sin 2жкх(Ь =  4 / * {х) sin 2 ж Ы х  =  »  ’ о о

1 1

* ( _ Q ) = 4 /  “ <;г' - а)  s,n “ = * 1 * {х) 8,11 “ = ■ о о
Удовлетворяя функции (19) к граничным условиям (20) и (21), найдем

(20)

(21)

ак <Рк

ък

2А о13(к)

'•Рк

cos Хка  +  sin Хка  +  С2к( - а )
Ад-

при условии, что при всех к £ N

фк
2А „/3 (к)

1

cos Хка — sin Хка  +  —  С2к(—а) 
Хк

(2 2 )

( 2 3 )

, (Ат) =  '.III Л; , I ' I Л; . :-1 Л; . п , - . Л ; /| | —  [ С и ,  (в)  s i n  AfcO +  С2к ■ 1 i 'V  ’ Ф 0  . ( 2 4 )Afc
Подставляя (22) и (23) в (19) найдем окончательный вид функций

1

М у)
Ч  (У) =

Ч  (у)

А „ /3(А:)

1
А  а,з{к)

[Ад, фкА у13(к) <̂ ?fcAQ,y(/i.)J , У 0,

\фк А —у/з (А) I Ад, ip к Вау (А)] • у 0.
(25)

где

А„.у (А’) =  sin AfcQ- ch Afcy +  sh Afcy cos Xka  +  [Ch- (y) sin Xka  +  CW- ( - a )  sh Afcy] ,Afc

A y,з (A:) =  Cifc (y) sh Afc/3 -  Cifc (/3) sh Afcy +  Afc sh [Afc (/3 -  y)],
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А - у р  (к) =  sin Аку ch Afc/3 +  sh Afc/3 cos Aky -  [Cxk (/3) sin Aky +  C 2k (y) sh Afc/3],
Afc

Bya (k) =  C 2k (y) sin AfcQ' +  C 2k ( - a )  sin Aky +  Afc sin Afc (a  +  у ) .

Аналогично vk(y) получим, что функция щ(у)  удовлетворяет условиям:

и'о(у) ~  Ь2щ(у)  =  -C 'i(y )u o(0), у >  0, (26)

и'о (у) +  Ь‘2щ  (у) =  С 2 (у) щ  (0 ), у <  0, (27)

мо(+0) =  мо( -0 ) ,  Ug(+0) =  Ug(-O), (28)
1 1

щ  ( /3 ) =  4 J  tp(x) — x)dx  =  (/?ю , щ  (—а) =  4 J  ф (гг) (1  — х)с1х  =  фю. (29)
о о

Единственное решение задачи (26)-(29) определяется формулой

1 ',-1
Л«/з(0)

[6 фоА у1з(0) +  ^ о Д а у (0 ) ]  , у >  0

М у ) =  {  г ( 3 0 )

А а/з(0)
[фоА _ у1з(0) +  6 1ipoBay(0)] , у <  0

где

(0) =  sin Ъа ch by +  sh by cos Ъа +  -  [С'ю (у) sin Ъа +  C2q (—ct) sh by] 

Ayp(0) =  С'ю(у) sh 6/3 -  Сю (/3) sh by +  6sh [6 (/3 -  y)],

С'ю (/3) sin by +  С*2о (у) sh 6/3Д _ .у/з (0) =  sin by ch 6/3 +  sh 6/3 cos by — -

Bya (0) =  C*2o (y) sin ba +  C2o (—ct) sin by + 6 sin 6 (a- + y), 
у 0

С'ю (у) = j  С1 (i) sh [6 (i -  y)]cft, C20 (y) =  j  C2 (t) sin [6 (y -  t)]dt.
О у

Повторяя те же действия над функцией ик(у), что и дня vk(y), получаем неоднород
ные дифференциальные уравнения

и к (у) -  А к и к (у) =  \ - к с к (у) -  Ci (у) ик ( 0 )  , у >  0  , ( 3 1 )

К  (У) +  'Ч"к (у) =  (у) +  С 2 (у) Щ ( 0 )  , у <  0  , ( 3 2 )

с соответствующими граничными условиями

1

ик (/3) =  4 J  ip (х) (1 — х)  cos ‘2'Kkxdx =  tpik , ( 3 3 )

о
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1

ик (—ot) =  4 J  ф (х) (1 — х)  cos 2'Kkxdx =  V’u- • (34)
о

и условиями сопряжения

ик( + 0) =  ик(—0), г/4(0 +  0) =  и'к(—0). (35)

На основании метода вариации произвольных постоянных найдём решение задачи 
(31)-(35), которое определяется по формуле

v t (у) +  тгЛ тт [ К 1Л/з(^Ж “ ( - а') -  А «?ЛВД+ (/3)] , у > о ,
M v) = < af  (36)

1,к (у) +  А  ^  [А -у/з ( В Д .  ( - « )  -  К  1в«у(кЖ  О3)] > У < ° ,
о /3

V^r(-Q') =  J  vj ; (s)sm[\k(a +s ) ]ds ,  V^((3) =  J  (s) sh[\k(s - /3)]ds . (37)
—a 0

При условии (24) из форму:: (25), (30), (36) следует единственность решения задачи
(2)-(5), так как если ip(x) =  0, ф(х)  =  0 па |0,1|, то щ(у )  =  0 , щ(у )  =  0 ,vk(y) =  0 для 
к =  0,1 ,2 , ... иа [—а,(3\. Тогда из (8)-(10) имеем:

1 1 
4 / у){1 — , )  cos =  О 2 j  (1 -  ,)< (, =  0 .

О о

1

4 J  и(х, у) sin 2ккхЛх =  0 , А: =  1,2, ... . 
о

Отсюда в силу полноты системы корневых функций (7) в пространстве Ь2[0 , 1] следует, 
что функция и,(х, у) =  0 почти всюду на [0,1] при любом у G [—а, /3]. В силу (2) функция 
и( х , у ) непрерывна на I). поэтому и( х , у ) =  0 на D.

Пусть при некоторых су, /3, С\ (у), С2 (у) и А: =  р G N  нарушено условие (24), т.е.

Л«/з (р) =  sin Хра  ch Xpf3 +  sh \pf3 cos Хра  +

+  т -  №iP ЦЗ) sin Хра  +  С2р { - a )  sh \pj3\ =  0 . (38)
Ар

Дня нахождения нулей выражения А а/3 (р) относительно а  представим его в следующем 
виде:

Д«/з (р) =  K p(f3) sin (Ара +  ур) +  sIlAp/3 ( Q) ^
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где

к Р т  =
с м

Л м
ch Хр/3 +  sh2 Хр/З , j p =  arcsin

sh Лр[3

кР IF)
Из соотношения (39) имеем

sin (Лра +  7 р) =  -

Отсюда при условии

sh Хр/З ■ С2р ( - а )
ХрКр (/3)

sh Ар(3 • С2р (~а)
ХрКр (/3)

< \С2р ( - а ) 1 < 1

X,,

(40)

уравнение (40) равносильно следующему уравнению:

( - ! ) " +1 • shХр/3 ■ С2р ( - а )  жп j p , ^
а  = -----;------ arcsm -------, „   \-   - =  j ( a )  , п G N .

X, ХрКр (/3) Ар Хр (41)

Если С2р ( — су) =  0 ,  то из выражения (41) с.недует, что

жп Ъ  г  лт а =   ------------ , п Е N .
Хр Хр

Если С2(у) =  С2 =  const ф 0, то С2р(—а) =  C2(cosXpa — 1)/Ар и из формулы (38) 
получим, что Д 0/з (р) =  0 только тогда, когда \С2\ <  А2 и

( - 1) "  •
су =  —г----- arcsm

Ап
C2 shXp/3 жп вр АТ
\1Т„ (,й) +  Ар Ар ’ "

Здесь

. (С 2 +  X2) sh Хр/З ^  
вр =  arcsm    , Тр (р)ЧтР (Р)

с\р (13) 

А„
ch Хр/З

C2 shXpp '
   b sh Хр/З

Ар

Дня разрешимости нелинейного уравнения (41) достаточно потребовать, чтобы про
изводная \f'(cy)\ <  cl <  1. Последнее выполнено, когда су <  л/27г / 11 С'г 11,
11С211 =  niax \С2(у)\.

— О б < у <  О

Тогда однородная задача (2)-(5) (где (гг) =  0, ф (гг) =  0) имеет нетривиальное решение

ир (х, у) =  ир (у) cos ХрХ , (42)

здесь функция и,р (у) определяется но формуле

___________ 2ЬрАау(р)___________
sin Ар а — cos Ар а — Хр1С2р(—а)

u p  ( У ) =  Л /  а ( 4 3 )

e W  +  X~lCip(/3)

У >  о ,

У <  0,
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ГД° &р /  0 -  произвольная постоянная.
Таким образом, памп установлен следующий критерий единственности.
Теорема 1. Если существует решение задачи, то для его единственности необходимо 

и достаточно, чтобы ири всех к £ N  выполнялись условия (24).

3. Теорема существования. Решение задачи (2)-(5) при условии (24) будем искать 
в виде суммы ряда

ОО ОО

и(х, у) =  щ(у )  +  £  щ(у )  cos(27rA:^) +  о..■;//)./• sin(27rA: )̂ , (44)
fc=i fc=i

где функции щ  (у) , Uk (у) и Vk (у) определяются соответственно по формулам (30), (36), (25).
Поскольку а, /3 -  любые числа из промежутков задания, то при достаточно больших 

к выражение Д 0/з (к), которое входит в знаменатели коэффициентов ряда (44) может 
стать достаточно малым, т.е. возникает проблема «малых знаменателей» |11|, |5|, Для 
обоснования существования решения (44) данной задачи необходимо показать суще
ствование чисел Q', /3 а функций Ci (у) , г =  1, 2 таких, что выражение Д 0/з (к) отделено 
от нуля.

Лемма 1. Если выиолиеио одно из следующих условий: 1) a  =  р — натуральное
р

число: 2) a  =  — ^ N, где р, q G N, (р, q) =  1, (q, 4) =  1, то существуют положительные q
постоянные ко Е N и Со такие, что ири любом фиксированном /3 >  0 и всех к >  ко 
справедлива оценка

\Aal3( k ) \ > C 0e2̂ 3 > 0 ;  (45)

3) если а является любым иррациональным алгебраическим числом степени 2 , С\(у) >  0 
монотонно возрастает иа [0,/3], Сг(у) >  0 монотонно убывает иа [—Q',0], то существуют 
положительные иостояииые к0, Ьо и Со, вообще говоря, зависящие от а, /3 и Ъ, такие, 
что ири всех b <  bo, к >  ко справедлива оценка

|Д«/3(А:)|>е2̂ 3^ .  (46)

□  Представим Д 0/з (к) в следующем виде:

g  Afc/3
Д «/3 (к) =  еХк13А к 03) sin (Xka  +  <рк) +  ~̂ — ^k (a, /3), (47)

Ад-

где tpk =  arcsin (sh Afc/3/ ^/ch 2Ak0) —̂ 7r/4  при к —> +oo,

Ч -I- р — 4Afc/3
ы и  ) = V ^ — - (48)

, sinAta С21. ( - а )  (1 -  e“ 2A*s)
^к ( а ,  /3) — — j - г - С\к (/3) Н    . ( 4 9 )
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Отмстим, что при любом фиксированном /3 >  0 и к G N выражение (48) ограничено:

-J= <  А к (/3) <  1 (50)

Для оценки ик,(а,[3) воспользуемся формулой (49). Если С\(у) >  0 монотонно воз
растает па [0,/5], С2(у) >  0 монотонно убывает на [—Q',0], то воспользовавшись форму
лами Бонне или второй теоремой о среднем значении, получим

I C M  +  \С2( -а)\ М г
2А* к

(51)

где Mi -  здесь и далее положительные постоянные, вообще говоря, зависящие от а  или 
/3.

Из представления (47) в силу оценок (51) достаточно оценить выражение

(к) =  sin (\ка  +  ipk) .

При к >  к\ >  Ь/2тт >  0 имеет место следующее равенство:

(52)

Ад. =  \J (2тгк) 2 +  b2 =  2тгк 1 +
Ъ

2тгк

1/2

2пк 1 +  т
1 /  Ъ \ 2 1 /  Ъ 4 4

2 \ 2тгк/ 8 \ 2тгк

при этом дня остатка ряда справедлива оценка

2тгк +  9к ,

Ь2
<  0к <

Ь2

4тгк 2тгк

Тогда из (52) и (53), обозначая 9к =  9ка. получим

(53)

(54)

К . Т (к)\ =  sin ( 2жко: +  h  + / ; j (55)

При а  =  р G N  существует номер к2, такой, что при всех к >  к2 имеем следующую 
оценку:

sin ( 2тг кр +  9к +  <рк S in  вк +  <*Рк
1

>  2
7Г

sin —
4

М 2 >  0. (56)

Пусть а  =  p/q, где р и q -  взаимио-иростые числа. Разделим 2кр на q с остатком: 
2кр =  sq +  г, где s, г G N  U {0 }, 0 <  г <  q. Тогда выражение (55) примет вид



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №19(190). Вып. 36 85

Если г =  0, то данный случай сводится к уже рассмотренному выше а  =  р Е N. Пусть 
г >  0. Тогда ясно, что 1 <  г <  q — 1, q >  2, и из (57) получим

(к)
7ГГ ~ 7Г

Sin I  Ь вк +  -  -  £к
q 4

£ к > 0  И !, > 0

Тогда существует натуральное число кз, такое, что из последнего соотношения при всех 
к >  кз с.недует неравенство

sin
7ГГ 7Г
— ь —q 4

>  М 3 >  0.

Пусть а -  алгебраическое иррациональное число степени 2. В этом случае выраже
ние (55) можно представить в виде

(к) \ =  sin ( 2тгка -  юг +  вк + , п Е N . (58)

Дня всякого к Е N  можно подобрать п Е N |11|, такое, что имеет место неравенство

а  —
п

2к:
1

<  4 к  '

(59)

Из теории чисел известно (см. теорему Лиувилля ( |6|, с.60|), что дня любого иррацио
нального алгебраического числа а  степени 2 существует положительное число 6 такое, 
что при любых целых п, к (к >  0) справедливо неравенство

а  —
п

2к:
>

W 2

Из (59) и (60) получим

Из (54) найдем

7Г 6

2к, <
ть 7Г

<  2 '

Ь2а
<  0к <

Ь2а

(60)

(61)

(62)
8тгк 4тгк

7Г
Потребуем, чтобы вк <  —, которое имеет место при всех к >  fc4 >  '2b2а/тг2. С ледова- 

~ Зтг
те.ныю, вк +  tpк <  — • Тогда дня аргумента выражения (58) имеем оценку:

8

7тт
О <  \2тгка — 7тп +  в к +  <*рк\ <  ~ г  ■

8

Рассмотрим два случая. Если
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то
\5ар (к) sin ( 2тгка — тгп +  вк + >  S111

7тГ
(63)

Если 0 <  \2ттка — тгп +  вк +  <рк\ <  7г/2 , тогда с учетом неравенства sin ж >  (2/к)х,  
0 <  х  <  7г/2 , и оценок (61) и (62) будем иметь

(к) sin ( 2тгка — тгп +  вк +  <~Рк
2

>  -  
ТГ

2

7Г
, I 4/?, — 1 

2тгА: ( а  ) +  вк ~  £к- >  — ( 2тгк
ТГ

2тг ка — тгп +  вк +  <Рк 

4 п — 1
Q' —

8 А: — |0fc| — kfcl

Применяя формулу разности арксинусов

arcsin х  — arcsin у =  arcsin \ /l — у 2 — ул/ l  — х'2̂  , ху  >  0

оцепим
7г 1 sh Afc/3

од- =  ——  Wfc =  arcsin —7= — arcsin . , = =
4 ^  -\/ch2Afc/3

1 /  ch Afc/3 -  sh Afc/3
arcsin —= -------, —

у/2 V л/ch  27tA:/3
1

arcsin
g2Afc/3 _|_ g — 4Afc/3

Отсюда, с учетом неравенства | arcsin #1 <  [гг/2)\х\, 0 <  |;г| <  1, получим

1
arcsm <

ТГ ТГ 7Г
<  -  о  <e2Afc/3v/  ̂ _|_ g-4Afc/3 2e2Afc/3>/l +  e_4Afc/3 2e2Afc/3 2e47rfc/3 

Поскольку е47гА-/3 >  (47гА:/3)2 при всех A: G iV, то из (64) следует неравенство

1

(64)

\ £ к  | < 327Г (Лт/З)̂

С vчетом (60), (62) и (65) при всех b <  тт\ =  Ь0 а к >  к5 >  ——
V 2а' 2М4(7Г/3)"

л г г 2Ь2а- М4 =  о  — , выпо.нпепо

(65)

где

ТГ

2 ( тгЬ Ь2а
l<W (fc) I >  -  Ь т :  -

1
>

7г \8А: 47гА: 32тг(к[3)2/ 16к

Из выражения (47) в силу оценок (50), (51), (63) и (66)

з  Afc/3

(66)

Л а/3 (А’ )| eXkl3A k(l3) sin (Afc а  +  </?*.) +  /3)
Ai

>

>  eAfc/31 Afc(/3)| | sin(AfcQ' +  </?fc)|-----—  |о;А.(а', /3)| >  — —
Afc к

5 Mi
_ 1 6 ^  A:

>  eXkj3 —



7 7 1 1 1 1при всех к >  ко =  max ki, b <  bo и к6 >  ------    . I
1<г<6 5

Замечание. Доказательство леммы 1 отлично от доказательства, приведенного в 
работе |2|, Примечательно оно тем, что снято условие малости норм ||Ci|| и ЦС2Ц.

Л ем м а  2. Пусть выиолиеиа оценка (45) ири к >  ко- Тоща для таких к и ири любом 
у G [—O', /3] справедливы оценки:

\vk (у) I <  М  ( Ы  +  IV’fcl) , (67)
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14 (у) 1<  Д2А: (|(/?fc| +  IV’fcl)) wi (у) | <  А 3к:2 (\(рк +  IV’fcl) i (68)

К  (у) | <  ^4 (\<~Рк\ +  IV’fcl) i К  (у) | <  A  A: (|̂ fc| +  IV’fcl) i (69)

[u'l (у) | <  A 6k2 (|^fc| +  IV'fcl) , (70)

где Ai — здесь и далее положительные постоянные, зависящие, вообще говоря, от а, /3,
ll^i II и ЦСаЦ.

□  Справедливость оценки из (67) непосредственно следует из формулы (25) и оцен
ки (45). Исходя из (25) вычислим производные vk (у) и vk (у):

д  [ К Н ’к А 1 з ( к )  +  <ркА' ( Щ  , у  >  0 ,

Щ{У) =  \ х О 1)
д  ^  [ 4 ’к Л ' _ у/3( к )  +  \ к 1 г  к I >!4 i i к )  , у  <  0 ,

К ?  (к) =  С[к(у) sh Afc/3 -  AfcAfc(/3) chAky -  A2 ch[Afc(/3 -  y)},

л  / / ,  \ л • Л 1 Л , , Л  1 л л , C[k (y) sin AfcQ' +  AfcAfc (-Q ') chAfc-yA a (k) =  Afc sm AfcQ- sh Afcy +  +Afc ch Aky cos \ka  H -------------------------------------------  ,
Afc

л  / n s  л л i  л ,0 л !  л о ■ Л AfcCu. (/3) cos Afcy +  C'2k (y) sh Afc/3A_y/3 (k) =  cos Afc у ch Afc/3 -  Afc sh Afc/3 sm A ky ----------------------------    ,
Afc

K y  (k:) =  C2k(y) sin f̂cQ' +  AfcC'2fc(—q0 cos Afcy +  +A2 cos[Afc(Q' +  y)\,

У

с 1к (y) =  Afc J  Cl (*) d l [Afc (y -  i)]cft ,
0

0

c 2k (у) =  Afc J  C2 (t) cos [Afc (y -  i ) ]d i .
У

Для вычисления второй производной функции воспользуемся формулами (14) и 
(15), получим

„ , , j A2,i'fc(y) -  Ci{y)vk{ 0 ) , у >  0 ,
t’fc (у) =  < ((2)

 ̂ —A2,i'fc(y) +  C'2(y)ufc(0), у <  0 ,
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Тогда из равенств (71) и (72) па основании (45) и оценки из (67), убеждаемся в спра
ведливости оценки (68). Аналогичным образом доказываются оценки (69), (70) дня 
функции ик(у). Ш

Л ем м а 3. Пусть выиолиеиа оценка (46) ири всех к >  ко. Тогда ири любом у Е [—а, /3] 
и для таких к справедливы оценки:

\vk ( у )  I <  А к  ( \ р к \ +  \Фк\)  , (73)

К  (у) | <  А 8к2 (\<рк\ +  \фк\) , |г;" (у) \ <  А дк3 (\<рк\ +  |^|) , (74)

Iик (у) | <  Аюк  (|̂ fe| +  |V’fc|) , (75)

К  (у) | <  А п к2 (|^.| +  IV'fcl), |ик (у) | <  А и к3 (|^.| +  IV'fcl) • (76)

□  Справедливость оценки (73) непосредственно следует из формулы (25) и оцен
ки (45). Из равенств (71) и (72) на основании (46) и (73), убеждаемся в справедливости 
оценок (74). Аналогично получаем оценки (75) и (76). ■

Л ем м а  4. Пусть <р(х),ф(х) Е С 3[0,1], р(0) =  ф(0) =  ф(1), р '(0) =  0, ^ '(0) =  °>
<р"(0) =  <р"( 1), ф"(0) =  ^ ( l ) ,  то справедливы оценки:

Ы  < • 1*1 <  , (77)

Ы 1  <  -4 »  ( 1Ы +  Ы )  • I’M  < ^  ( F t 'fc3M )  • <7«)

1 1

9t =  4 j  . / ' ( х )  cos(2wkx)dx , п  =  4 J  ■ / ( , )  sl„ (2 r tx )< fr ,
О о

1

gik =  4 J  r )( l  — х) sm(27rkx)dx ,
0
1 1

gk =  4 J  ф"'(х) cos(2Trkx)dx , rk =  J  ф"(х) sm(2Trkx)dx ,
о о

l

»u. =  4 / v . ' " ( x ) ( l - x ) Sm ( 2 , b ) * ,
0

+oo +00 +00 +00 +00 +00

< + 00, < +  ° ° ’ < +  ° ° ’ < +  ° ° ’ X /f c  < +  ° ° ’ < +o°-
fc=l fc=l fc=l fc=l fc=l fc=l

(79)
□  Интегрируя но частям три раза в интегралах из (20), (21), (33) и (34), с учетом 

условий леммы, получим представления (77) и (78). Обоснование сходимости рядов (79) 
проводится аналогично |7|. ■
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Поскольку системы функций (6) и (7) образуют базис Рисса, то если <~р(х), ф(х)  G 
[0,1], тогда функцию и(х, у ) можно представить в виде биортогопалыюго ряда (44), 

который сходится в L2[0,1] при любом у G [—а,/3\. В силу лемм 2 и 4 ряд (44) при 
любом (х , у) из D  мажорируется сходящимся рядом

+оо ^

^ 17 X  рз lffcl ’
k=ko~\~ 1

поэтому ряд (44) и ряды производных и,х и иу в силу признака Вейерштрасса сходятся 
абсолютно и равномерно па замкнутой области D. Следовательно, сумма и,(х, у) ряда 
(44) принадлежит классу C 1(D).  Ряды из производных второго порядка на D + и _D_ 
мажорируются также сходящимся числовым рядом

+оо ^

А 18 X  (\Ук \ lffcl lffcl l^lfcl) •
k=ko~\~ 1

Поэтому сумма u(x, y ) ряда (44) принадлежит пространству C 2( D+ U D _ )  и удовлетво
ряет уравнению (1) на множестве D + U D - .

Л ем м а  5. Если <р(х), ф(х)  G С*4[0,1], ip(0) =  <р(1), ф(0) =  ф(1), ^'(0) =  0, V,;(0) =  0, 
i p" ( 0 )  =  р " ( 1 ) ,  V / ; ( 0 )  =  (р'"(0)  =  о ,  ^ ' " ( О )  =  о ,  т о

I I ^  ^4171 | I / I ^  Ais|~fc| I \ ^  Л f\ h k \ -\ - |~lfc|\ I I 1 ^ 4  /  |̂ -fc| +  |~lfc|
Wk\ <   Га ’ H’k\ <   Га ’ -  19  Га------  ’ H’lk\ <  ^20J . A  ’  I V - K I  —  Д ,  4  ) 1 Г 1 К 1  —  “ I S  I  I )  I V - l /с i —  ^  l  д , 4

1 1 
*  =  4 / ^ ) s m ( 2 , * : , ) * ,  h , =  4 / Р'” М с о 8( 2 ,A , , ) * .

0 0 
1

; *  =  4 / ^ ( x ) ( l - * ) « » ( 2 , t e ) d x ,

* . . / ™ .....
0 0

1

^  =  4 /v .< ‘ > W ( l - x ) c o S( 2 r t x ) * ,
0

+oo +00 +00 +00 +00 +00
x-fc < + ° ° ’ < + ° ° ’ X -Ik <  + °o , £  zl <  +oo, <  +oo, E <  +oo-
fc=i fc=i fc=i fc=i fc=i fc=i
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□  Проводится аналогично лемме 4. ■
Пусть выполнены условия пункта 3 леммы 1, тогда ряд (44) в силу леммы 3 и 5 

мажорируется числовым рядом

Далее аналогично приведенному выше доказательству убеждаемся, что функция и (х , у), 
определенная рядом (44), удовлетворяет условиям (2) и (3).

Таким образом, нами доказаны следущие утверждения.
Т еор ем а  1. Пусть функции (гг) и ф (х ) удовлетворяют условиям леммы 4, С\ (у) G 

С [0,/3] , С ‘2 (у) G С  [—Q', 0] и выиолиеиа оценка (45) ири всех к >  к0. Тогда если 
А-а/з (к) ф 0 ири всех к =  1,ко, то задача (2) -  (5) имеет единственное решение, ко
торое определяется рядом  (44).

Т е о р е м а  2. Пусть функции (гг) и ф (х ) удовлетворяют условиям леммы 5, С\ (у) G 
С* [0, /3] , С*2 (у) G С  [—Q', 0] , Ci (у) >  0 монотонно возрастает иа [0, /3], С*2(у) >  0 монотон
но убывает иа [—а, 0], и выиолиеиа оценка (46). Тогда задача (2)-(5) имеет единственное 
решение, которое определяется рядом  (44).

Отметим, что если дня чисел а, указанных в лемме 1, при некоторых k =  ki <  к2 <  
... <  кт <  к0, т  G N, выражение А а/3(к) =  0, то в этом случае задача (2)-(5) условно 
разрешима, т.е. имеет решение при выполнении условий ортогональности <рк =  Фк =  0, 
к А1, к’2, ■■■, кт.
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Abstract. Boundary-value nonlocal problem for an equation of mixed elliptic-hyperbolic type 
is studied. Criterion of solution uniqueness is found by spectral analysis. The solution is built as 
the sum of biortogonal series.

k=ko~\~ 1
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