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Д ОСТАТОЧН ОЕ УСЛ ОВИ Е РАЗРЕШ И М ОСТИ ЗАДАЧИ КОШ И  
Д Л Я  АБСТРАКТН О ГО УРАВН ЕН И Я ЭЙ Л Е Р А -П УА С С О Н А -Д А Р Б У  

А .В . Глушак, О .А . Покручин

Аннотация. Доказано достаточное условие разрешимости задачи Коши для абетрактшн'о 
уравнения Эйлера-Пуаееона-Дарбу.

Ключевые слова: абстрактная задача Коши, уравнение Эйлера-Пуаееона-Дарбу, опера
торная функция Бесселя, достаточное условие разрешимости.

Пусть А — замкнутый оператор в банаховом пространстве Е  с плотной в Е  областью 
определения D (A ). При к >  0 рассмотрим абстрактную задачу Коши дня уравнения 
Эйлера-Пуаееона-Дарбу

Случай к =  0 подробно рассмотрен в |1|, |2|, |3|, В этих работах установлено, что 
задача (1), (2) при к =  0 равномерно корректна только тогда, когда оператор А  явля
ется генератором операторной косинус-функции С  it) или косинус-онератор-функции 
(КОФ). По поводу терминологии см. |4| и обзорные работы |?|, |5|, В этих же рабо
тах приводятся необходимые и достаточные условия того, что оператор А  является 
генератором КОФ, которые формулируются в терминах оценки нормы резольвенты 
R (А) =  (XI — А ) - 1 оператора А  и ее производных.

Задача (1), (2) исследовалась ранее в работе |6|, в которой необходимое и достаточное 
условия разрешимости сформулированы в терминах оценки нормы резольвенты i?(A) и 
ее весовых производных. В рассматриваемой работе получено достаточное условие на 
резольвенту оператора А, которое, в отличие от |6|, формулируется в терминах дробной 
степени резольвенты и ее, как и в случае КОФ, невесовых производных. Необходимое 
условие разрешимости получено ранее в |7|,

Обозначим через С п(1 ,Е 0) пространство п раз сильно непрерывно дифференцируе
мых при t £ I  функций со значениями в Eq С Е.

Определение 1. Решением уравнения (1) называется функция u(t), которая ири 
t >  0 дважды сильно иеирерывио дифференцируема, ири t >  0 ирииимает значения,
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u"(t) +  — u'(t) =  Au[i) , t >  0 

u(0) =  «о ) w/(0) =  0.
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принадлежащие D (A ), то есть, u {t) G C 2(R+ ,E ) П C(i?+, D (A )), и удовлетворяет урав
нению (1).

Определение 2. Задача (1), (2) называется равномерно корректной, если суще
ствуют заданная па Е  коммутирующая с А  операторная функция Yk{t) и числа М  >  1, 
ш >  0 , такие, что дня любого щ  G D (A ) функция Yk(t)uo является ее единственным 
решением и при этом

\\Yk{t)\\ <  M exp (u t)  , (3)

К(ф(о|| <  M exp(uit) ||Au0|| • (4)

Функцию Yk(t) назовем операторной функцией Бесселя (ОФБ) задачи (1), (2), а множе
ство операторов, для которых задача (1), (2) равномерно корректна, обозначим через 
Gk- при этом Go — множество генераторов операторной косип\7с-ф\'пкции. a Yo(t) =
C(t).

В определении 2 и в дальнейшем используется обозначение Y/(t)uo =  (Yk(t)uo)'- 
В работе |7| доказана следующая теорема.
Теорема 1. Если задача (1), (2) равномерно корректна и ReA >  ш. то А2 принадле

жит резольвентному множеству р(А) оператора А. дня дробной степени резольвенты
справедливо представление

1 Г ° °
R 1+k/2(А2) =  +  ^  Л j(  tk e x p (-\ t)Y k(t) dt (5)

и при этом выполняются оценки
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dn (Ai?1+fc/ 2 (A2))
dX

м  I ■ п ■ i) „
-  (ReA -  n =  (6)

Теперь покажем, что неравенство (6) будет являться и достаточным условием рав
номерной корректности задачи (1), (2). В последующих леммах 1 - 7  мы будем предпо
лагать, что оператор А  является генератором аналитической Со-полугруппы T (t) (обо
значим этот класс операторов через С) и выполнены оценки (6). Для ReA >  ш положим 
Ffc(A) =  Г (к +  l)A i?1+fc/ 2(A2),

Лемма 1. Для для любого х  G Е  справедливо равенство

lim п1' ' 11),.{п).г =  х  . (7)
Т(к +  1) П—S-OO

□  Пусть х  G D (A ) и Г =  Г! (J Г2, где Г! U r 2 -  контур, состоящий из .нучей А =
7Г

a +  р ехр (—tip), 0 < р < о о и А  =  ег +  рехр(г^), 0 <  р <  оо, a >  и0, — <  tp <
At7Г

— +  arcsin[Mo(fc)]-1 . Тогда справедливо равенство

п1' ' 1 !■),.{ п ).г =  п1' 21!' 2{п2).г =  /?о . [  , , х  dji =
Г (к +  1) 27гг JГ (п2 — ц) 1+к/ 2



» t+ 2  [  1 ч Ы  -  .4 )  +  .4

2т  У г  ( / 72 - ^ ) 1+fc/2 ^  Х

,/■ -  Г 1 1 г  ,/■ -

=  ^ п  Jr //'I//2 / / ) 1 л 2 Г ^  +  2™ У г  М ™ 2 -  / / ) 1 л ~ ^  =

1 Г пк+2

= -r + i s  X  „ ( „ » _ „ ) . * * / »  я ( " ' ) '4 'с d"  •

При этом иитеграи был вычислен с помощью замыкания в левую полуплоскость 
контура Г частью окружности радиуса R, интеграл но которой стремится к пуню при 
R —у оо.

Нам осталось показать, что интеграл в последнем равенстве при п —> оо стремится 
к нулю. Действительно,

Г пк+2 . л J Г 1 /  ii  ̂ 1+fc/2
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R {fi)A x dfi =  / —  1 +  — —-------г R {n )A x dfi
/ г /i(n? —/i)1+k/2 J T ц V (n2 — i-i) ,

=  (  1 +  (1 +  * / 2) +  ... +  d  +  fc/2) ( у 2 + 1 - т » )  +  p
fj, \ nr — ji (m  + 1)! \  n — ц J J

г

При m  G N  вычислим интеграл

R(/j,)Ax d/i =  2-ki lim (fimR ^ i ) )^ A x

=  2iri (—1)■j Cdmn2j Rj+ 1(n2) A x .
j=o

Полученная сумма стремится к 0 при п —> оо, поскольку операторная функция 
n2R(n2) ограничена, a R(n2) стремится к нулю при п —> оо. U

Наша цель заключается в определении ОФБ !*.(£) как сильного предела некоторой 
последовательности. Предполагая, что A  G G и выполнены оценки (6), при к >  0 
введем в рассмотрение последовательность .линейных ограниченных при каждом t >  0 
операторов

/  О О  /-> I Оу>-> I О  \

П . . (() _  е -  ( , +  Е  ^ к +  т +  2) « * ~ * Г < » > )  ■ (8)
т—О

Отметим, что при к =  0 аналогичная последовательность была использована в |8 |, 
Из неравенства (6) следует, что ряд в (8) сходится равномерно но t в .любом ограни

ченном интервале и, кроме того, для t >  0

IKvaWII < Mi е"“, Ш1>Ш (9)
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Действительно,

IliW OII <  е - ” ‘ ( l  +  V  f" ‘ +1 ■ М П к  +  т +  1 )\
\  m - (̂А: + /в + 2) (п — ш)к+т+1 J

(  .°°. пк+2т+2 j.m+1 \  / ‘2+ \

-  е у 1 + М  2  (т +  1)! (п — uj)k+m+1J -  М‘2 6 ехр ( n -  w )  -  Ml 6 1 ’

что и доказывает справедливость неравенства (9).
Аналогично доказывается и дифференцируемость Ykn̂(t) в пространстве линейных 

ограниченных операторов.
Таким образом, к tkYkn(t.) можно применить преобразование Лапласа. Обозначим

г*00
Fk,n{X) =  I е xttkYkn(t.) d t , ReA >  ш\, (10)

Jo

при этом в силу дифференцируемости Ykn(t) справедлива формула обращения
ra-\-ioo

tkY k,n(t) =  ——: /  extFkn(X) d\, a >  u i . (И )
*Kl J (J—iQQ

Лемма 2. Для любого x  G D (A ) существует сильный предел последовательности 
Yk n(t), и справедливо равенство

/*а-\-гоо

lim tkYkn( t ) x =  ——г /  extFk(\)x d\ , a >  uj\. (12)
n - s-oo ’ 2тГ1 1 a —zoo

□  Докажем вначале, что интеграл
pa-\-ioo

cxt
f a —ioo

extFk{\)x d\ (13)

имеет смысл для x  G D (A ). Действительно, используя формулу представления полу
группы через резольвенту, будем иметь

na+ioo na+ioo / г ] Г \ \

L . eMFkiX)xdX=L ^  eA‘ U ^ + W r - * ) w m A x v dX■

Далее, оценим интеграл
r-a+ioo / \ Г \ \

L * .  е}‘ Ы  л  & - # • * * * *  dp) dX'

lA l /  Соучитывая очевидное неравенство т-—--------- —г-тт <  т-——г справедливое для ReA =  <т.
|А2 — щ 1+к/ 2 |A|i+fe

Re// =  со\ >  а, при этом |А2 — ц\ >  5 >  0. Получим

/г //,(A2 -// ,)1+fc/2
R(/j,)Ax dfj,

М 11 A x  11 f  f  ds f  ds

|A|fc+1 \ ir i Ы (Ы  +  1) Jг2 Ы (Ы  +  !)
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2М\\Ах\\ [°° ds 2М\\Ах\\, (  1 .
" " '  " In Н  , сг0 >  o ; i ,

\Mk+1 Л  о s(s +  l)  |Л|^ 1  V
следовательно,

r +' \ » F k{X) x d X <  е - Л / ]11( 1 +СТ0- )  ||.4,|| Г  ^
7г J_00 (а2 +  т2) 1/2+к/2

-8(1/2, k/2)M eat In (1 +  <т0-1 ) || Аг||
7T<Tfc

и рассматриваемый интеграл (13) существует.
Мы хотим показать, что для х  G D (A ) имеет место равенство (12). Отметим вначале, 

что справедливо равенство

=  Г (к +  1) пк+2 (  Хп \ п
к'п^  (/?. +  A) fc+1 (??. +  A) fc+ 2 V /г +  A J '  ̂ ^

Действительно, из (10) и (8) выводим

Г» ОО

Fkwn(А) =  I e~xttkYk,n{t) dt =
I о

,^fc+2m +2

е -(A+n)t t f c / + V ( - l ) m ,    t k + m + 1 F l m ) ( n )  d t
' '  ml Г(А: +  m  +  2) A ; I

Г* OO

m=0

^  +  ^  f ( - l ) m____ U +  - _____  I fk+m+1 ~(X+n)t ft p im)(n\
(n +  A )* *  +  £ *  i j  m\ Цк  +  m +  2) J0 * 6 ^  * k W

- r(A: +  1) i  i ??fc+2 V  r i z l T  =  r (fc +  1) j  i
(/г +  А) ^ 1 (»  +  A)fc+2^ 0 V m\ \n +  X j k K , J (/?. +  A) fc+1

nk+2 f  I f  A n \ m Um), Л  T(k +  1) nk+2 f  XnI n • V  ( —  ( А/Л -  ) Р(т)Ы  1 =  1 ^  ^  ^  T +  7t ' F(« .+  Л *+2 I I „  i \ ) к У ■) ( , u n i  "r  i AU-+2 <(/?. +  A) fc+ 2 \ ml \ n +  A /  J  Ы +  A) fc+1 (/?. +  A) fc+ 2 \n +  A

что и доказывает (14).
При каждом А : ReA =  а >  ш\, из установленного соотношения (14) вытекает

равенство

-  ( ^ Т ^ )  =  ^ (Л)- <15>

Чтобы перейти к пределу иод знаком интеграла в равенстве (11) покажем, что спра
ведливо неравенство
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Дня доказательства (16) воспользуемся представлением (14) и вытекающей из нера
венства дня резольвенты генератора аналитической полугруппы оценкой ||-Ра-(А)|| <

,, ,,в - ReA >  >  0, к >  0, Имеем|A|fc+i

F k<n(А) -  ' ':/l' I
(п +  А) fc+i

пк+ 2
Fu

(п +  A) fc+ 2 \п  +  А
А п

<  М 0
п

п +  А

fc+2 п +  А
А п

к+ 1
< Mi

|А|fc+i

что и доказывает (16).
Из (15), (16) следует, что при х  G D (A ) можно перейти к пределу иод знаком инте

грала в равенстве

tkYkA t ) x  -  1к' "'х  =  Г  еЛ* ( ~  Г(А :^ ! ) 1 I  ) x d \ , а >  uji >  02т (п +  А) fc+i

и мы приходим к равенству (12). ■
Как следует из неравенства (9), последовательность Ykn̂(t) равномерно но п огра

ничена и но лемме 2 сильно сходится на плотном в Е  множестве D(A) .  В силу теоремы 
Бапаха-Штейпгауза уже дня любого х  G Е  существует предел

lim V/,.„i/}.r =  Yk(t)x. (17)

При этом определяемая равенством (17) операторная функция Yk(t) обладает сле
дующими свойствами:

Yk(0) =  I ,  (18)

\\Yk(t)\\<M i e ult, uji >  ш >  0 . (19)

Стало быть, к операторной функции tkYk(t) можно применить преобразование Ла
пласа и, учитывая (9), (14) и (19), из (10) получим

e~MtkYk(t) dt =  Fk(A), ReA >  . (20)

Лемма 3. Равенство (12) справедливо для любого х  G Е, если интеграл в правой 
части (12) существует.

□  Действительно, если интеграл в правой части (12) существует, то положив х п =  

nk+1 Fk(n)x  G D (A ), в силу леммы 2 получим
Т{к +  1)

1 ra+ioo fc+i р
tkYk(t)xn =  —  /  extFk{ Х)хп iIX ' к[

r*cr-\-ioo

2ж i 2m  Г (к +  1)
eMFk(X)xdX.  (21)

Учитывая лемму 1, после перехода к пределу в (21), получим требуемое утвержде
ние.
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Лемма 4. Равенство AYk(t):г =  Yk(t)A x справедливо для любого х  Е D(A) .

□  Поскольку Fk(n) =  Г (к +  1 )n R 1+k 2̂(n2), то, очевидно, Fk(n) Е D(A)  и AFk(n)x =  
Fk(n)Ax.

По и и, лук пии для m  =  1,2,... имеем Fj:m\ n ) Е D (A ) и AFj:m\ n )x  =  Fj:m\n)A x. 
Следовательно, из (8) следует, что Ykn(t)x  Е D(A)  и AYkn{t)x  =  Ykn{t)A x , и, в силу 
замкнутости оператора А, получаем требуемое утверждение. ■

Лемма 5. Для определяемой равенствами (17), (8) операторной функции Yk(t) спра
ведливо соотношение

к [  e~xt [  sk- lYk(s) dsdt =  Г ^\+  XV ,/2(A2) , ReA >  иц .
Jo Jo A

□  Свойства изображение интеграла и интегрирование изображения дня преобразо
вания Лапласа, а также соотношение (20) позволяют записать равенства

Г  О О  f t  ь. ГО О  7 ,  ПОО

к /  e~xt /  sfc- 1y rfc(s) ds dt =  — /  e~xttk- lYk{t) d t = -  Fk(z) dz =
Jo Jo A Jo A J x

=  j ~  d z = щ + i )  j ~  Rl+k/2(() d( =

.£№  + Ч д1./2(()

A A2
^ ± ! V 2(A2), ReA >  uj\. A

Лемма 6. Пусть x  E D ( A ), тогда дня определяемой равенствами (17), (8) оператор
ной функции Yk(t) справедливо соотношение

РОО
/  - Xllk))AI).\х dl А2/-'/Л А)./• Г'1 к ■ 1 )Апк 2'1 А2)./•. ReA > uj\.

□  В силу леммы 4 и равенства (20) имеем

рО О

/  - Xllk.\))M)x dt =  Fk(X)Ax =  Г {к +  l)A i?1+fc/2(A2)A r  =
Jo

=  - Г  (к +  1) (Ai?fc/2(A2)i?(A2) ( - A 2/  +  А2/  -  А) х  =  X2 !■),.{ Х)х -  Г (к +  l )XRk/2(X2)x. U

Следующая лемма 7 является непосредственным следствием лемм 3, 5 и 6 .
Лемма 7. Пусть х  Е D(A) ,  тогда для определяемой равенствами (17), (8) оператор

ной функции Yk(t) справедливо соотношение

p t  рт p t

/  /  skYk(s)A x ds dr =  tkYk(t)x  — k /  sk~1Yk(s)ir ds. (22)
Jo Jo Jo
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□  Действительно, в силу леммы 6 справедливо равенство

[  - Xltk.\),At).rdt ■ ' ' l:V  2Ц 2).г /■/, \ А }./■. ReA >  ш\,
А Л  А

из которого, учитывая леммы 3 и 5, выводим требуемое соотношение (22). ■
С помощью доказанных лемм 1 - 7  установим достаточное условие равномерной 

корректности задачи (1), (2). Напомним, что требования, обеспечивающие равномерную 
корректность, приведены в определении 2 .

Теорема 2. Пусть А Е G и выиолиеиы оценки (6). Тогда задача (1), (2) равномерно 
корректна и ири этом ОФБ Yk(t) определяется равенствами (17), (8), в частности, иа 
элементах из области определения оператора А она имеет вид

Yk(t)u0 =  f  + eAtAi?1+fc/2(A2yuo d\ , щ Е D{A)  , a >  и . (23)
2жъ th Ja_ioo

□  Нам осталось проверить, что построенная с помощью равенств (17), (8) оператор
ная функция Yk(t), удовлетворяет всем требованиям определения 2 .

Из установленного в лемме 7 равенства (22) выводим равенства

f  skY k(s)A u0ds =  tkYk(t)uo , (24)
Jo

tkYk(t)Au0 =  klk ')' , ' {!)11,, +  tkYj!(t)uQ ,

следовательно, Yk(t)uo удовлетворяет уравнению (1). Равенство (18) обеспечивает вы
полнение начального условия (2). Единственность же построенного решения задачи (1),
(2) фактически доказана в теореме 1 |7|, если положить w(t, s) =  f  (Yk(s ) (ui(t) — u2(i))). 

Операторная функция Yk(t) коммутирует с оператором А  (лемма 4). Ее оценка вида
(3) установлена в (19), а оценка вида (4) вытекает из (24) и (19).

Таким образом, операторная функция Yk(t) является ОФБ дня задачи (1), (2), а 
задача (1), (2) равномерно корректна. Завершая доказательство теоремы, укажем, что 
равенство (23) установлено в .лемме 2. ■

Доказанные теоремы 1 и 2 объединяются в следующий критерий.
Теорема 3 (критерий равномерной корректности). Пусть оператор А является ге

нератором аналитической Со-иолугруииы. Дня того чтобы задача (1), (2) была равно
мерно корректной, необходимо и достаточно, чтобы ири некоторых постоянных М  >  
1, ш >  0 число А2 с ReA >  ш принадлежало резольвентному множеству оператора А и 
для дробной стеиеии резольвенты оператора А были выиолиеиы оценки

dn (Ai?1+fc/ 2 (A2))
dX

- 0 , 1 , 2 , . . . .  (25)

Установим далее еще некоторые свойства ОФБ Yk(t).



Лемма 8. Пусть щ  G D(A) ,  тогда дня операторной функции Yk(t) справедливо 
соотношение

Yk (f ) ио =  ~j~p[ Yk+ 2 (*)Аи° ’ (26)

□  Пусть щ  G D ( A 2), тогда, учитывая (24), непосредственной проверкой убеждаемся 

в том, что функция h(t) =  -Y l(t)u o  является решением уравнения

h"{t) +  ~ j ~  h'(t) =  Ah(t) , t >  0 , (27)

и удовлетворяет начальным условиям

lim ^Y l(t)u 0 =  y^— Aiio , lim ( ^Y l(t)u^] =  0 , щ  G D(A)  . (28)
t—>o t k +  1 *->о \ t J
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Действ ительно,

h'it) =  ^Yk(t)Au0 -  ^  J skYk(s)A u0 ds , (29)

h"{t) =  jY l{t )A u 0 -  ^ - ^ Y k(t)Au0 -  ^  +  ™  +  ^  [  skYk(s)A u0 ds , (30)
/о

и из (29), (30) выводим (27).
Первое из равенств (28) очевидно, в силу (24). А второе вытекает из (29), поскольку

h'(0) =  lim ( t k+1Yk(t)Au 0 -  (k +  1) J  skY k(s)A u 0 ds'j =  lim ^ ^ ^ U° =  0 •

На основании теоремы о единственности решения задачи Коши дня уравнения Эйлера- 
Пуаееона-Дарбу, мы приходим к равенству (26), которое справедливо пока дня щ  G 
D { A 2).

Если щ  G D ( A ), то, применяя доказанное утверждение к элементу wo =  R(ii2)uo,
/л >  ш, мы установим справедливость равенства (26) уже дня щ  G D(A) .

Отметим также, что из (26) вытекает и равенство

lim Y ^ ^ u o =  т ~Ащ  , щ  G D { A ) . ■
t >-0 l\, —|— J_

Теорема 4. Пусть задача (1), (2) равномерно корректна и Yk(t) является соответ
ствующей ОФБ. Тогда имеет место равенство

Yk(t)Yk(s) =  Т% ( 8) ,

где оператор обобщённого сдвига Т*, соответствующий уравнению (1), определяется 
равенством (см. |9|)

T‘ H ( s ) = B(k/2,1/2) I  +
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□  Введем в рассмотрение функцию двух переменных w( t , s ) =  f  (Yk(t)Yk(s)uo), где 
/  G Е* (Е* — сопряженное пространство), t , s >  0. Она, очевидно, удовлетворяет урав
нению

d2w к д  w d2w к dw
— , t , s  >  0

dt.2 t dt ds2 s ds
и условиям

w {0, s) =  f  {Yk(s)uo) , 9W^  ^  =  0 .

Полученная задача в классе дважды непрерывно дифференцируемых при t, s >  0 
функций рассматривалась в |9| (§5, н.2). Из установленной в |9| явной формулы дня 
решения указанной задачи получаем w (t ,s ) =  T * f (Y k(s)u0) =  f  (T*Yk(s)u0), откуда, в 
силу произвольности /  G Е* и вытекает требуемое равенство. ■
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Abstract. The sufficient condition of the Cauchy problem solvability of abstract Euler-Poisson- 
Darboux equation is proved.
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