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Аннотация. В статье рассматриваются аппроксимации функций при помощи целочислен
ных сдвигов функций Гаусса и функций Лоренца. Исследованы свойства монотонности коэф
фициентов разложений по указанным системам, приведены результаты численных расчетов 
коэффициентов разложений.
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Рассмотрим задачу о приближении достаточно произвольной функции f ( t )  в виде ряда g( t )  
по системе целочисленных сдвигов функции Гаусса (квадратичной экспоненты с параметрами) 
или функции Лоренца. Рассматриваемые разложения имеют вид

где F(t )  некоторая функция, по целочисленным сдвигам которой производится разложение. 
Построенная функция должна совпадать с исходной во всех целых точках

Известны три подхода к решению поставленной задачи. При первом подходе решение ищет
ся с помощью специальных функций, а именно тета функций Якоби [2|. Как показано в [1,3 4|, 
несмотря на теоретическую ценность этш'о подхода, он не имеет вычислительных перспектив, 
так как связан с делением на чрезвычайно малые знаменатели. Другой подход разрабаты
вался в [1,4], он основан на применении дискретнш'о преобразования Фурье (ДПФ). Третий 
приближенный метод предложен в [5-7] и основан на сведении задачи к решению конечных 
систем линейных уравнений.

При всей важности численных методов, для даннш'о класса разложений имеется доста
точное число аналитических задач, решения которых до сих пор не получены. Например, в 
работе [9] вычислены константы Рисса для систем функций Гаусса и Лоренца. В данной за
метке исследуются свойства монотонности коэффициентов разложения.

Рассматриваются системы целочисленных сдвигов функции Гаусса F(t )  = Ga {t) и функции 
Лоренца F(T)  = Ls (t),

КРА ТКИ Е СООБЩ ЕНИЯ
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к=оо
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g{m) = f ( m ) , m  € Z .
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с параметрами а  > 0 и s  > 0.
Задачу интерполяции для таких систем удобно решать с помощью узловой функции. Функ

ция (p(t) называется узловой, если для нее выполнена система равенств

(р(т) = 60т , т  € Z ,

где §0т символ Кронекера. Узловую функцию построенную из сдвигов функции Гаусса обо
значим через Ga (t), а из сдвигов функции Лоренца через Ls (x):

ОО ОО
Ga(t) = ^ 2  dG,kG<j(t -  к ) , Ls (t) = ^ 2  dL<kL s ( t - k ) .

к = —оо к = —оо

Для коэффициентов do ,к известна формула [2],

л / л 1 (  к 2 А ^  (  (г + 0-5)2>\
ЛаАа)  = О Д  ' е х р ^  J ' 3 s , ' ’ ' Р ( ----------------j ’

1'де константа С (а) есть сумма ряда

/ \ /л 1\ (  (2г + 0.5)
С  (о) =  (4г +  Х) ' ехР ( ------ ^ 2 -----

Г— — оо \

Формула для do ,к получается из разложения в ряд Фурье функции

а д ' «  =  е ч > Ы * ) '

где $3 (t]q) третья тета-функция Якоби [8].
Заметим, что формула для ряда Фурье этой функции была известна еще в 1903 году [8]. 

Правда, там в знаменателе стоит $4. Однако, эти функции легко получить друг из друга с 
помощью соотношения

1?з (z,q) = 1?4 ( z , - q ) .

Численные результаты статьи [4| позволяют предположить, что коэффициенты do ,к зна- 
кочередуются и монотонно убывают по абсолютной величине с ростом номера \к\.

Теорема 1. Справедлива формула sign(d,G,k(o)) = (—1)к.
Кратко опишем схему доказательства теоремы. Вначале показывается, что С (а) > 0. Это 

следует из цепочки равенств

1 / 1 \ 2
с (о)  = ^ ( О , 9) = е х р (  —̂ 2 )  ' П  {1 _ е х р ( “ ^ ) }  •

' п= 1

Следовательно, знак коэффициента совпадает со знаком выражения
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В отличие от знакочередования, монотонное убывание |с?сд.(<т)| доказать для всех значений 
а  и к не удалось (хотя сам факт, по-видимому, справедлив).

Т е о р е м а  2 . Начиная с  ном ера

к = max | logg \/l — q — 1 , 0 j

коэффициенты  с?сд.(<т) монотонно убывают н о  абсолютной величине.
Ключевой при доказательстве является формула

dc,i q~k2Xk
dc,k+1 q (fc+1)2A"fc+1 

1'де используется следующее обозначение

V Afc+i

х ,  = Ё ( - 1 Г - 9
(г+0.5)2

r = k

Коэффициенты db,k для a = 0.5, о  =  1.0 и a = 1.5

Коэффициенты dj_,  ̂ для a = 2.0 и a = 3.0.

a 0.5 1.0 1.5
d ' L , 0 1.08273 1.73697 3.89172
d b ,  l -0 .20019 -0 .78304 -2 .49120
d 'L , 2 -0 .01541 0.13838 0.93889
d b ,  з -0 .00966 -0.004310 -0.34861
d ' L , 4 -0 .00531 0.00094 0.11382
d ' L f i -0 .00341 -0 .00530 -0 .04562
d b ,  6 -0 .00237 -0 .00242 0.01205
d ’L , 7 -0 .00174 -0 .00207 -0 .00714

oo4"
■43 -0 .00133 -0 .00154 0.00028

d 'L , 9 -0 .00105 -0 .00123 -0 .00185
d 'L ,  10 -0 .00085 -0 .00100 -0 .00077
d ' L , n -0 .00070 -0 .00082 -0 .00090
d 'L ,  12 -0 .00059 -0 .00069 -0 .00067

d u cr =  2.0 d u a  = 3.0
d i 2 0.00103 d '2 6 1.20- i o - 5
d i 3 -0 .00137 d o r 3.00- i o - 5
d  14 -0 .00015 d a s -3 .3 7 • i o - 5
d i 5 -0 .00061 d a d -1 .7 5 • i o - 5
d  16 -0 .00032 d e o -7 .8 4 • 1 0 -5
d i 7 -0 .00038 cfe i -1 .2 4 • 1 0 -5
d  i s -0 .00029 d '3 2 -8 .6 5 • 1 0 -5

Следствие. Д л я  монотонного убы вания  |dGfe| с н ул ев о го  ном ера достаточно вы полнения  
неравенства: q <  , что соответствует

a  <
\

1
1п(4±з) 1.01933.

Обратимся к функции Лоренца. Для справедлива формула [9]

(—l) fcsh(s7r) [  cos{kt)
db,k(s) = SIT ch(st) ■dt .



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №12(183). Вып. 35 217

В таблицах приведены значения этих коэффициентов, вычисленные при различных значе
ниях параметров. Поведение отличается от поведения do ,к- Согласно таблице 1, знакоче- 
редование с какох'о-то момента прекращается. Таблица 2 показывает, что нет и m o h o t o h h o i 'o 

убывания по абсолютному значению коэффициентов.
Следующая теорема показывает, что при малых значениях параметра s  знакочередуемоети 

нет вообще.
Т ео р е м а  3. Вс е  коэффициенты db,k отрицательны, за и сключением d-ь,о. выполнении  

неравенства
s <  1п(3 +  2л/2)/7г и  0 . 5 6 1 1 .
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Abstract. Approximations of functions based on integer shifts of Gauss and Lorentz functions 
are studied. Monotonicity properties of coefficients of node functions are proved and numerically 
simulated.
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